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vResumen
En este trabajo se desarrolla un modelo de quarks constituyente para el nucleo´n y sus
resonancias utilizando la aproximacio´n quark-diquark para describir las propiedades de este
estado ligado. Espec´ıficamente se intentara´ estudiar, de manera fenomenolo´gica, los efectos
relativistas en el modelo quark-diquark los cuales sera´n incluidos en el Hamiltoniano del
sistema como los operadores de energ´ıa cine´tica relativista. Finalmente se encontrara´ que
para obtener una reproduccio´n justa del espectro de masa sera´ necesaria la introduccio´n de
potenciales dependientes del momento angular orbital, L, y del isosp´ın, s1 ·s1. De esta manera
se obtendra´n los argumentos suficientes para estudiar el origen microsco´pico del diquark.
Palabras clave: Modelo quark-diquark, efectos relativistas, espectro bario´nico.
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Abstract
In this work, we developed a constituent quark model for nucleon and its resonances using
the quark-diquark approach to describe the properties from this bound state. Specifically, it
will be study, in phenomenological way, the relativistics effects in the quark-diquark model
which will be include in the Hamiltonian like relativistics kinetic energy operators. Finally,
it will be found that the angular,l, and isospin,s1 · s1 operators are necessary to obtain a
good spectrum reproduction. In ths way it will be obtained the arguments to study the
microscopic origin of diquark.
Keywords: Quark-diquark model, relativistics effects, baryon spectrum
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1. Introduccio´n
Desde la introduccio´n de los piones como las part´ıculas que mediaban la interaccio´n entre los
nucleones en el nu´cleo ato´mico y posteriormente con la construccio´n de los aceleradores de
alta energ´ıa donde se observaron gran cantidad de mesones y bariones, se genero´ una situacio´n
de gran dificultad entre los f´ısicos de part´ıculas ya que no exist´ıa un modelo para explicar tales
feno´menos. Un elemento clave para ordenar las nuevas part´ıculas fue la simetr´ıa de isosp´ın
que hab´ıa sido introducida por Heinsenberg en la f´ısica nuclear. Por medio de esta simetr´ıa
se pudieron organizar los hadrones sugiriendo de alguna manera que los hadrones fuesen
constituidos de otras part´ıculas ma´s fundamentales. Fue esto lo que posiblemente motivo´ a
Zweig y Gell-Mann (1964) a postular que los bariones estaban compuestos de tres quarks y
los mesones de un par quark-antiquark [1]. Esta idea, aunque sencilla, pod´ıa explicar muchas
propiedades de los hadrones. Sin embargo, el escepticismo acerca del modelo de quarks aun
continuaba ya que los quarks no hab´ıan podido ser observados experimentalmente.
De otro lado el problema de los estados ligados en f´ısica ha sido un tema bastante estudiado
debido a que se presentan a todas las escalas, desde galaxias hasta part´ıculas elementales.
A nivel ato´mico y molecular, la ecuacio´n de Schro¨dinger no relativista da una explicacio´n
satisfactoria de tales sistemas si se excluyen los efectos de estructura fina que pueden ser es-
tudiados con te´cnicas perturbativas. Sin embargo, no se puede decir lo mismo de los sistemas
que interaccionan fuertemente ya que a esta escala de energ´ıa los efectos no representables
por medio de una teor´ıa de potencial (no relativista) son muy grandes y no pueden ser
tratados perturbativamente. En otras palabras se hace necesario traer al escenario La Teor´ıa
Cua´ntica de Campos la cual ofrece una descripcio´n cua´ntica y relativista de estos sistemas
[2].
En particular, para los hadrones, a comienzos de los an˜os 70 se desarrollo´ la Cromo Dina´mica
Cua´ntica (QCD). Esta es una teor´ıa basada en la invariancia Gauge, construida de forma
similar a la Electrodina´mica Cua´ntica (QED) pero para el grupo SU(3) del color. La im-
portante diferencia con respecto a la QED es debida al cara´cter no Abeliano de la QCD, lo
cual implica que los bosones intermediarios llevan carga de color e interactu´an entre ellos.
Adema´s, esta teor´ıa presenta una caracter´ıstica fundamental, la libertad asinto´tica; esto sig-
nifica que a altas energ´ıas los fermiones de la teor´ıa son esencialmente libres. En este sentido
el comportamiento de la constante de acoplamiento running es opuesto al de la QED [3].
Debido a los rasgos mostrados por la QCD, se hace imposible realizar ca´lculos anal´ıticos en
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la regio´n de bajas energ´ıas, es decir, en la regio´n de energ´ıa de los estados ligados de los
sistemas hadro´nicos. Por esta razo´n los Modelos de quarks constituyentes (MQC) no son solo
deseables sino necesarios para calcular las propiedades de los hadrones [4].
Los MQC se basan en la eleccio´n de un potencial para representar la interaccio´n entre los
quarks y de esta forma encontrar la funcio´n de onda del hadro´n lo que permite hallar el
espectro de masas y los factores de forma. Estas cantidades han sido medidas con bastante
precisio´n en los laboratorios actuales. Los primeros MQC utilizaron potenciales que repro-
duc´ıan la fenomenolog´ıa de los hadrones, por ejemplo un potencial muy usado fue el de
oscilador armo´nico (OA), el cual a largas distancias reproduc´ıa el confinamiento y adema´s a
nivel matema´tico permite una solucio´n anal´ıtica muy u´til [4],[6]. Sin embargo, este potencial
presenta problemas para reproducir los factores de forma lo que ha hecho necesario utilizar
otro tipo de potenciales los cuales han sido sugeridos en un estudio ma´s profundizado de la
fenomenolog´ıa hadro´nica.
Un potencial bastante aceptado es el potencial de Cornell el cual consiste del usual potencial
de Coulomb ma´s un te´rmino lineal. El te´rmino de Coulomb, inspirado por el intercambio
de un gluo´n a nivel a´rbol, es construido con la ayuda de la reduccio´n de Fermi-Breit de esa
interaccio´n [7]. El te´rmino lineal da el confinamiento de los quarks, el cual es un requerimiento
esencial de la f´ısica hadro´nica; sin embargo este u´ltimo te´rmino todav´ıa no ha sido obtenido
rigurosamente en el marco de la QCD.
En el estudio de los MQC (quark-antiquark para los mesones o tres-quarks para los bari-
ones), se han realizado muchos modelos con diferentes potenciales para la interaccio´n q − q
y q − q¯, los cuales han dado buenos resultados con respecto al espectro de masas [4]. Sin
embargo, recientemente se ha utilizado tambie´n la idea del diquark para estudiar los bar-
iones [6],[8],[9]. El diquark ser´ıa tratado como una part´ıcula con los nu´meros cua´nticos de
esp´ın e isosp´ın correspondientes al acoplamiento de dos quarks, es decir, t1 = s1 = 0, 1.
Con esta nueva aproximacio´n se tendr´ıan los bariones compuestos de quark-diquark, lo que
tiene obvias ventajas a nivel anal´ıtico ya que reduce el problema de tres cuerpos a dos.
A nivel fenomenolo´gico la existencia del diquark puede ser argumentada debido a que el
modelo de tres quarks reproduce algunos estados que au´n no han podido ser observados
experimentalmente, mientras que en el modelo quark-diquark estos estados no aparecen.
Aunque la idea de diquark parece muy llamativa para la espectroscopia bario´nica, a nivel
fundamental el diquark no ha podido ser entendido completamente y su conexio´n con la QCD
es aun un tema de constante investigacio´n. Por esta razo´n en este trabajo se intentara´ estudiar
los aspectos fenomenolo´gicos del modelo quark-diquark, es decir el espectro bario´nico, y se
comparara´ con el resultado del usual modelo de tres quarks.
El Hamiltoniano usado para este modelo tendra´ operadores de energ´ıa cine´tica relativista
para el quark y el diquark ya que se ha sugerido en algunos trabajos recientes la necesidad
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diquark sera´ el potencial de Cornell, adema´s de otros potenciales dependientes del esp´ın, un
te´rmino tensorial y un te´rmino dependiente del momento angular los cuales son necesarios
para reproducir en detalle el espectro.
Como el Hamiltoniano elegido no se puede diagonalizar de manera anal´ıtica, para resolver la
ecuacio´n de valores propios se utilizara´ una te´cnica de diagonalizacio´n nume´rica. Para llevar
a cabo este procedimiento se elige la dimensio´n adecuada de la matriz Hamiltoniana la cual
sera´ diagonalizada a trave´s de un proceso nume´rico; de esta forma sera posible encontrar
los valores y vectores propios de la matriz que representan respectivamente la energ´ıa y
funciones de onda del bario´n. Para el proceso de diagonalizacio´n se utilizaran las funciones
de OA. Adicionalmente se variara´ el para´metro dimensional de estas funciones de manera
que el valor propio de la energ´ıa del estado base sea mı´nimo. En s´ıntesis, la te´cnica de
solucio´n nume´rica representa una diagonalizacio´n y minimizacio´n variacional con respecto
al para´metro dimensional de las funciones de OA.
El espectro que emerge del modelo se obtiene escogiendo los valores apropiados de los
para´metros libres presentes en el Hamiltoniano, de manera que reproduzcan de la forma ma´s
correcta posible el espectro experimental. Finalmente, se muestran los resultados obtenidos
del modelo quark-diquark analizando las ventajas y desventajas que se obtienen con respecto
a otros trabajos.
Parte I.
LA F´ISICA DE LOS HADRONES
2. Evidencias experimentales de los
quarks
En los an˜os treinta, poco despue´s del descubrimiento del neutro´n, Heisenberg observo´ las
propiedades similares entre proto´n y neutro´n lo que dio lugar a introducir el nu´mero cua´ntico
de isosp´ın para estudiar estas dos part´ıculas como estados diferentes del nucleo´n. De esta
manera se pod´ıa predecir la existencia de otras part´ıculas ma´s fundamentales. En otras
palabras, las caracter´ısticas mostradas por los sistemas hadro´nicos pod´ıan ser explicadas
como si estos sistemas estuvieran compuestos de quarks.
Existen dos manifestaciones directas de la estructura interna del nucleo´n, el taman˜o y el
espectro. El primer rasgo se evidencio´ en la dispersio´n ela´stica electro´n-proto´n mostrando
que la distribucio´n de carga en el proto´n no es puntual. Adema´s el nucleo´n tiene un amplio
espectro de estados excitados no estables; muchas resonancias son observadas en el canal
meso´n-nucleo´n y son obtenidas a trave´s de experimentos de absorcio´n de fotones [4]. Una
explicacio´n a estos feno´menos puede ser dada si se considera un consistente modelo para la
estructura interna del nucleo´n.
Por lo que se refiere a la distribucio´n de carga, las propiedades electromagne´ticas son afec-
tadas debido a la estructura interna del nucleo´n. Su carga y magnetizacio´n esta´n distribuidas
en una regio´n de taman˜o finito y la seccio´n eficaz diferencial de dispersio´n es fuertemente
reducida con respecto a la seccio´n eficaz de Mott. Para este caso hay que tener en cuenta
que en el diagrama de Feynman [Figura 2-1], el ve´rtice electro´n-foto´n virtual es diferente al
ve´rtice nucleo´n-foto´n virtual: Γµ(q) sera introducido en la ecuacio´n (2-1). La forma espec´ıfica
de los factores de forma es determinada en base del modelo microsco´pico para el nucleo´n.
En ma´s detalle, de los datos experimentales se pueden extraer los factores de forma ele´ctrico
y magne´tico del nucleo´n; GE(q
2) y GM(q
2) [4].
El factor de forma ele´ctrico del proto´n GE(q
2) tiene una fuerte dependencia del momen-
to transferido, aproximadamente parametrizable como una suma de te´rminos de dipolos,
mostrando que esta part´ıcula no es puntual. Ma´s dif´ıcil experimentalmente es la medicio´n
del factor de forma ele´ctrico de neutro´n ya que es complicado conseguir un blanco de neu-
trones sobre el cual hacer la dispersio´n.
Por lo que se refiere al factor de forma magne´tico, GM(q
2), siendo el nucleo´n una part´ıcula
de esp´ın 1
2
y suponiendo que fuese una part´ıcula sin estructura interna, deber´ıa estar bi-
en descrita por medio de la ecuacio´n de Dirac. Por lo tanto se esperar´ıa que el momento
6 2 Evidencias experimentales de los quarks
Figura 2-1.: Dispersio´n electro´n-nucleo´n al orden mas bajo de teor´ıa de perturbaciones. El cuadrimomen-
to foto´n intercambiado es de momento transferido q = p′ − p. Para la definicio´n del ve´rtice
electromagne´tico del nucleo´n, Γµ(q), ver ecuacio´n (2-1).
magne´tico µN = GM(0) deber´ıa ser (a menos de correcciones de orden superior debidas a
la teor´ıa de campo) µ = q
e
µN donde µN =
e
2mN
es el magneto´n nuclear1. Sin embargo desde
1933 Stern y sus colaboradores encontraron que el valor experimental esta´ en desacuerdo
con lo esperado. El valor actual es 2.792847386(63)µN para el proto´n y -1.91304275(45)µN
para el neutro´n. Adema´s, para momentos transferidos no nulos, GM(q
2) decrece fuertemente
con q2.
La densidad de corriente en el espacio del momento jµ(q) es un ingrediente esencial para la
descripcio´n de las propiedades electromagne´ticas del nucleo´n. Su forma es determinada de
principios generales, es decir, imponiendo la validez de la ecuacio´n de Dirac para los estados
del nucleo´n, covarianza relativista e invarianza Gauge. La expresio´n ma´s general para jµ(q)
en acuerdo con los anteriores requerimientos es,
jµ(q) =u¯(p
′)Γµ(q)u(p)
Γµ(q) =γµF1(q
2) +
(
i
2MN
)
kσµνq
νF2(q
2)
(2-1)
donde F1, F1 son respectivamente los factores de forma de Dirac y Pauli. k es igual a la parte
ano´mala del momento magne´tico en unidades de el magneto´n de Bohr (kp=1.79 y kn=-1.91)
y p′ = p+ q. Para part´ıculas puntuales como electrones y muones se tiene,
F1(q
2) = 1 F2(q
2) = 0 (2-2)
Es conveniente introducir los factores de forma GE(q
2) y GM(q
2), por medio de las siguientes
definiciones
1Para lo que resta de este libro se utilizara´n las unidades naturales, es decir, ~ = c = 1
7GE = F1 − ζkF2 GM = F1 + ζkF2 ζ = q
2
4M2N
(2-3)
GE(q
2) y GM(q
2) esta´n directamente relacionados con la distribucio´n de carga y magneti-
zacio´n en el nucleo´n.
La reduccio´n no relativista que se obtiene a partir de (2-1) es,
ρ =GE(q
2)
(
1− q
2
8M2N
)
+ i~σ · (~q × ~p) 1
4M2N
[
2GM(q
2)−GE(q2)
]
~j =
1
2MN
[
(~p+ ~p′)F1(q2) + i~σ × ~qGM(q2)
] (2-4)
El factor de forma ele´ctrico y magne´tico cuando q2 = 0 tienen los siguientes valores,
GpE(0) = 1 G
p
M(0) =
µp
µN
=2.79
GnE(0) = 0 G
n
M(0) =
µn
µN
=-1.91
(2-5)
La seccio´n eficaz diferencial no polarizada de dispersio´n de electrones sobre nucleones tiene
la forma,
(
dσ
dΩ
)
lab
=
(
dσ
dΩ
)
puntual
{
G2E(q
2) + ζG2M(q
2)
1 + ζ
+ 2ζG2M(q
2)tan2
(
θ
2
)}
(2-6)
La ecuacio´n (2-6) es conocida como formula de Rosenbluth y se obtiene utilizando la aprox-
imacio´n de Born, involucrando u´nicamente el intercambio de un foto´n para la interaccio´n
electro´n-nucleo´n. La anterior expresio´n permite obtener las mediciones de G2E(q
2) y G2M(q
2)
a partir de los datos experimentales de
(
dσ
dΩ
)
lab
. Hoy en d´ıa se utilizan tambie´n los datos de
las secciones eficaces polarizadas obtenidas en el Jefferson Lab.
Los anteriores resultados prueban con certeza que el nucleo´n a diferencia del electro´n posee
una estructura interna compleja.
Como ya se mencionaba, el nucleo´n tiene estados excitados conocidos como resonancias
las cuales pueden ser observadas en reacciones con mesones. Muchas de estas son obtenidas
tambie´n por absorcio´n de fotones y experimentalmente son detectadas debido a que la seccio´n
eficaz total de absorcio´n, en funcio´n de la energ´ıa del foto´n, presenta algunos picos que
indican la produccio´n de estas resonancias [4]. La ma´s relevante transicio´n produce el estado
∆(1232) que posteriormente decae en pi − N [Figura 2-2]. El estudio de estas transiciones
es importante ya que nuevamente muestra evidencias de la estructura interna del nucleo´n.
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Figura 2-2.: Fotoproduccio´n de piones con formacio´n de la resonancia ∆
La ma´s clara evidencia de los constituyentes hadro´nicos y de sus propiedades aparecio´ a
finales de los 60’s, en los experimentos de dispersio´n inela´stica con alto momento transferido
deep inelastic scattering (DIS)(Bloom, 1969; Breidenbach, 1969). Los resultados de estos
experimentos sugirieron que el proto´n era un compuesto de part´ıculas ma´s fundamentales
(Bjorken, 1967; Bjorken y Paschos, 1969; Feynman 1969) y adema´s permitieron verificar la
hipo´tesis de la existencia de dos tipos de quarks (u,d), de esp´ın 1
2
y carga ele´ctrica +2
3
, −1
3
,
respectivamente. Estas mediciones corroboraron la descripcio´n del proto´n como compuesto
de (uud) y la del neutro´n como (udd).
Por otro lado con la ayuda de los aceleradores de alta energ´ıa o de la radiacio´n co´smica que
incide constantemente sobre la tierra, fue posible observar nuevos hadrones y as´ı mismo otros
quarks para describir estas part´ıculas. El rasgo ma´s sobresaliente de estos nuevos estados
hadro´nicos ma´s pesados que el neutro´n y de la ∆, es que decaen muy lentamente. Por
ejemplo, la part´ıcula neutra llamada Λ de masa 1115.684(6) MeV, decae con una vida media
τΛ = 10
−10s mientras que la ∆ decae en τ∆ = 10−24s. Adema´s se vio que esta part´ıcula nunca
se produce sola, sino en compan˜´ıa de otra nueva part´ıcula, el meso´n K. Lo anterior fue lo
que motivo´ a la introduccio´n de quark s (strange). Este nuevo quark tiene carga ele´ctrica
−1
3
, esp´ın 1
2
y debe ser ma´s pesado que los quarks u,d para satisfacer la diferencia de masa
entre las part´ıculas con y sin extran˜eza.
A comienzos de los 70’s fue descubierto en el laboratorio SLAC la part´ıcula J/ψ, la cual
tiene una masa de 3096.916 MeV y adema´s un tiempo de vida ma´s largo que la ∆. De igual
forma que en el caso de las part´ıculas extran˜as este comportamiento solamente puede ser
entendido si se introduce un nuevo quark, el Charm.
El quark Bottom(b) junto con el quark top(t) son los ma´s pesados de los seis quarks ac-
tualmente detectados. Estos quarks son encontrados en colisiones de muy altas energ´ıas. En
1995 el Fermilab anuncio´ el descubrimiento del quark t, el u´ltimo de los seis quarks, cuya
existencia hab´ıa sido predicha por el Modelo Standard. La investigacio´n comenzo´ en 1977,
9cuando los f´ısicos descubrieron el quinto quark, el b, en el Fermilab. Tomo´ mucho tiempo
obtener el t, porque este quark resulto´ mucho ma´s masivo que lo originalmente previsto; por
eso fue necesario un acelerador ma´s poderoso para poder crearlo.
Aunque el quark t decae muy ra´pidamente como para ser observado, deja tras de s´ı, part´ıculas
que dan un registro de su existencia. El t puede decaer de varios modos. Como un quark
t aparece so´lo en una de varios millones de colisiones, fue necesario realizar trillones de
colisiones para producirlo.
Los f´ısicos siguen sin entender por que el t es tan masivo. Es 40 veces ma´s pesado que el
inmediatamente inferior en masa, y cerca de 35,000 veces ma´s pesado que los quarks u y d,
que conforman la mayor parte de la materia que vemos a nuestro alrededor.
En la siguiente tabla se muestran las masas aproximadas de los quarks actualmente detec-
tados
Carga Masa(GeV)
u +2
3
0.0015-0.0033
d −1
3
0.0035-0.006
s −1
3
0.07-0.13
c −2
3
1.2-1.38
b −1
3
4.13-4.37
t +2
3
172.6 ± 1.4
Tabla 2-1.: Rango de masas de los quarks de la QCD
Aunque existe bastante informacio´n experimental sobre los quarks como componentes fun-
damentales de los hadrones aun existe una dificultad entre los f´ısicos teo´ricos debido a que
los quarks no han sido observados libres en la naturaleza. Esta caracter´ıstica, llamada confi-
namiento, continua siendo un tema de investigacio´n para la hoy en d´ıa Teor´ıa Fundamental
de las interacciones Fuertes QCD.
3. QCD
Los experimentos de dispersio´n de alta energ´ıa DIS mostraron que los principales porta-
dores de carga en el proto´n son part´ıculas puntuales de esp´ın 1
2
y carga ele´ctrica fraccionaria
(quarks). Por otro lado tambie´n se encontro´ que los quarks son los responsables de cerca
del 50 porciento del momento lineal del proto´n, sen˜alando de esta forma la existencia de
constituyentes neutros que es posible identificar como gluones, es decir, las part´ıculas in-
termediarias de las interacciones fuertes. El nu´mero cua´ntico de color para los quarks fue
introducido por primera vez para remediar un problema de estad´ıstica cuando se construyo
la funcio´n de onda de la part´ıcula ∆(1232), donde se concluyo´ que la antisimetr´ıa de la
funcio´n de onda total tiene que ser dada por la parte de color.
A comienzos de los 70’s fue posible estudiar las interacciones electromagne´ticas y de´biles
por medio de las teor´ıas Gauge (Glashow, 1961; Weinberg, 1967; Salam, 1968). Las teor´ıas
Gauge tienen la gran ventaja de ser teor´ıas renormalizables [32]. Por tanto parec´ıa bastante
razonable que tambie´n las interacciones fuertes pudieran ser descritas utilizando este mismo
esquema teo´rico. Utilizando el nuevo grado de libertad que ya hab´ıa sido introducido en
los sistemas hadro´nicos, el color, como el asociado al grupo Gauge SU(3), fue as´ı posible
construir la Cromo Dina´mica Cua´ntica (QCD).
La QCD es una teor´ıa de campo basada en la simetr´ıa Gauge no Abeliana SU(3) del color,
la cual describe la interaccio´n fuerte. Los campos ba´sicos en QCD son los campos vectoriales
Aaµ de los gluones y los campos espinoriales ψn de los quarks
1, donde a recorre los valores
1, 2..,8 (el cual corresponde al rango del grupo) e indica que los campos Aaµ se transforman
siguiendo la representacio´n adjunta. Mientras que n toma tres valores, ya que estos campos
se transforman siguiendo la representacio´n fundamental del grupo; estos son los ı´ndices de
color. En el a´lgebra asociada al grupo de Lie SU(3), los generadores presentan las relaciones
de conmutacio´n,
[T a, T b] = ifabcT c (3-1)
Para la representacio´n fundamental estos generadores son matrices 3 × 3 y esta´n dados
por Ta =
λa
2
, donde λa son las matrices de Gell-Mann. Para la representacio´n adjunta los
generadores son matrices de dimensio´n N2 − 1, es decir, para SU(3) son matrices 8 × 8 y
esta´n dados por (tc)ac = ifabc.
1El problema de la funcio´n de onda de color sera´ presentado en detalle ma´s adelante
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El Lagrangiano de Yang-Mills puede ser escrito como,
L = −1
4
(F aµν)
2 + ψ¯(iγµDµ −m)ψ (3-2)
El tensor de campo tiene la forma,
F aµν = ∂µA
a
ν − ∂νAaµ + gfabcAbµAcν (3-3)
Como se puede ver en, Tabla (3-2), debido al cara´cter no Abeliano del grupo SU(3) de
color, aparecen ve´rtices de 3 y 4 gluones que no estaban presentes en QED. Estos te´rminos
producen la interaccio´n de tres y cuatro gluones, cuyos ana´logos no existen en QED.
La derivada covariante se construye de manera que transforme de la misma forma que el
campo bajo el grupo Gauge,
Dµ = ∂µ − igAaµta (3-4)
Las reglas de Feynman las cuales dicen como interactu´an los campos en esta teor´ıa se obtienen
introduciendo el Hamiltoniano de interaccio´n en la serie de Dyson,
S =
∞∑
n=0
(−i)n
n!
∫
d4x1...d
4xnT [Hint(x1)...Hint(xn)] Hinter = Linter (3-5)
Los propagadores de Fermiones y Bosones para la QCD son muy similares a los de QED.
(
iδlm
p−m
)
σρ(
−igµνδab
p−m
)
Tabla 3-1.: Propagadores de la QCD
donde a, b,m, l son los ı´ndices de color y µ, ν, ρ, σ son los ı´ndices de Lorentz. Los ve´rtices de
interaccio´n de esta teor´ıa se muestran en la Tabla 3-2.
Un resultado interesante debido al grupo de simetr´ıa Gauge de esta teor´ıa es la Libertad
asinto´tica, la cual dice que a altas energ´ıas la constante running de acoplamiento fuerte se
hace pequen˜a haciendo que quarks y gluones interactu´en de´bilmente. En cambio, en QED,
la constante de acoplamiento α crece con la energ´ıa del proceso [32]. s ma´s elaborados
con los que se obtienen mejores resultados, los modelos presentados en este cap´ıtulo fueron
fundamentales para el desarrollo de trabajos posteriores.
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igγµta
igfabc[gµν(k− p)ρ + gνρ(p− q)µ + gρµ(q−k)ν ]
ig2[fabef cde(gµρgνσ − gµσgνρ) +
facef bde(gµνgρσ − gµσgνρ) + fadef bce(gµνgρσ −
gµρgνσ)]
Tabla 3-2.: Ve´rtices de la QCD
4. Modelos de Quarks
En este cap´ıtulo se muestran algunos modelos de quarks, los cuales fueron utilizados inicial-
mente para estudiar los estados ligados de los bariones. Aunque actualmente existen modelos
de quarks ma´s elaborados con los que se obtienen mejores resultados, los modelos presentados
en este cap´ıtulo fueron fundamentales para el desarrollo de trabajos posteriores.
4.1. Bag Model
La idea principal del Bag Model es considerar los hadrones como un conjunto de quarks sin
masa, movie´ndose libremente dentro de una cavidad de radio R. Debido a la presio´n ejercida
por el vac´ıo, el sistema se encuentra en un mı´nimo de energ´ıa el cual ocurre para un valor
finito de R. Por imposicio´n de las condiciones de frontera se evita que los quarks este´n fuera
de la cavidad y se obtienen una serie de niveles de energ´ıa para los quarks. El Bag-model
por construccio´n satisface los requerimientos de libertad asinto´tica y confinamiento; si la
interaccio´n de esp´ın-esp´ın es adicionada, los para´metros libres pueden ser ajustados a los
datos experimentales.
Teniendo en cuenta la espectroscopia y los resultados de DIS, se concluye que los quarks son
part´ıculas de esp´ın 1
2
. Se toma dentro del bag la ecuacio´n de Dirac para un fermio´n libre de
masa m,
iγµ∂µψ(x) = mψ(x) (4-1)
Al resolver esta ecuacio´n para una esfera de radio R, aparecen dos clases de soluciones con
j = 1
2
correspondientes a dos estados con paridad S 1
2
y P 1
2
. La energ´ıa de los quarks dentro
de la cavidad es dada por,
ω =
(
m2 +
x2
R2
) 1
2
(4-2)
x es el momento del quark en unidades de 1
R
.
Es razonable suponer que en el estado ligado, los hadrones poseen simetr´ıa esfe´rica y que los
quarks esta´n confinados en una esfera de radio R. Imponiendo que ninguna corriente fluya
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a trave´s de la superficie de tal esfera, se obtienen los posibles valores que puede tomar ω. Si
ηµ es un vector normal a la superficie de la esfera, la condicio´n de frontera es,
ηµψ¯γµψ = 0 (4-3)
Aplicando (4-3) se obtiene que para el estado de menor energ´ıa x = 2,04 [36]
Si se tiene un conjunto de N quarks, la energ´ıa sera´:
E = N
[(
m2 +
x2
R2
) 1
2
]
(4-4)
Claramente con la anterior expresio´n para la energ´ıa, el sistema es inestable dado que in-
crementado el valor de R decrece el valor de la energ´ıa hasta R = ∞ y de esta manera no
aparece el confinamiento como es requerido. Para evitar esta expansio´n y confinar los quarks
se introduce la Presio´n, B, la cual estabiliza el sistema en un valor finito de R. Esta es la
caracter´ıstica fundamental del MIT Bag Model. La energ´ıa ahora se convierte en,
E(R) = N
[(
m2 +
x2
R2
) 1
2
]
+B
4piR3
3
(4-5)
El equilibrio es alcanzado minimizando el valor de E(R), como es usual, ∂E
∂R
= 0. En DIS
se sugiere que la masa de los quarks u,d debe ser muy pequen˜a, lo que permite simplificar
la ecuacio´n (4-5) y es posible tomar la m = 0. Finalmente se obtiene el radio de mı´nima
energ´ıa,
R =
[
(2,04)N
4piB
] 1
4
(4-6)
Con este radio el valor de la masa (energ´ıa) es,
M =
4
3
(4piB)
1
4 [(2,04)N ]
3
4 (4-7)
el radio en funcio´n de la masa es
R =
4
3
(2.04N)
M
(4-8)
De la ecuacio´n (4-8) se puede ver que a medida que aumenta el nu´mero de quarks aumen-
tara´ el radio. Si se toma N=3 y M=1 GeV, entonces de la ecuacio´n (4-8) se obtiene
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R = 1.6 fm (4-9)
La masa del Bag proviene de la energ´ıa cine´tica y de la presio´n de confinamiento. Se genera
una masa efectiva de 340 MeV para los quarks u,d. De forma similar para el quark strange,
s, se obtiene una masa efectiva de 550 MeV cuando esta´ confinado a una esfera de 1.5 fm de
radio.
La principal falencia del Bag Model es la falta de invarianza translacional que impide la
posibilidad de estudiar las propiedades electromagne´ticas del nucleo´n; factores de forma.
4.2. Modelo de tres-quarks
El estudio de un movimiento no relativista de tres-quarks en el nucleo´n fue comenzado muy
temprano, ma´s o menos en 1965. Este modelo constituido de quarks fue desarrollado despue´s
de la introduccio´n del nu´mero cua´ntico del color y especialmente despue´s del ana´lisis de la
estructura de la QCD.
Tomando en cuenta los grados de libertad del bario´n se buscan funciones de onda en la
forma,
Ψ3q = Ψcolor ⊗ Φisosp´ın ⊗ χesp´ın ⊗ ψespacial (4-10)
La parte de esp´ın e isosp´ın de la funcio´n de onda se construye acoplando el esp´ın de los tres
quarks, utilizando el acoplamiento del momento angular (B-5),(B-6),
χS12S,Ms =
[[
χ
(1)
1
2
⊗ χ(2)1
2
]
S12
⊗ χ(3)1
2
]
S,MS
S12 = 0, 1 (4-11)
La parte de color de las funciones de onda debe ser antisime´trica, para dar el color blanco al
bario´n. Dado que la funcio´n de onda total es antisime´trica, siendo los quarks fermiones, el
resto de la funcio´n, excepto la parte de color, debe ser sime´trica con respecto al intercambio
de las variables de posicio´n, esp´ın e isosp´ın.
Para estudiar los niveles energe´ticos se introduce, en primera aproximacio´n, un potencial de
oscilador armo´nico (OA) para la interaccio´n q−q. Esta eleccio´n tiene obvias ventajas: primero
reproduce el confinamiento de quarks como es requerido y adema´s permite el tratamiento
anal´ıtico para los estados del bario´n. El Hamiltoniano puede ser escrito como,
H =
3∑
i=1
(
mi +
p2i
2mi
)
+
∑
i<j
k
2
(~ri − ~rj)2 (4-12)
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Para el nucleo´n las masas mi son iguales, si se hace la hipo´tesis que los quarks (u,d) tengan
la misma masa. Es posible desacoplar el Hamiltoniano (4-12) introduciendo las coordenadas
relativas de Jacobi,
~ρ =
1√
2
(~r1 − ~r2)
~λ =
1√
6
(~r1 + ~r2 − 2~r3)
~R =
1
3
(~r1 + ~r2 + ~r3)
(4-13)
Lo que da como resultado
H = 3m+
P 2
6m
+
p2λ
2m
+
p2ρ
2m
+
3
2
k(λ2 + ρ2) (4-14)
en la anterior ecuacio´n m representa las masas de los quarks m = mi. El Hamiltoniano
queda separado en dos OA, lo que permite buscar para la parte espacial de la funcio´n de
onda soluciones en la forma,
Ψ = CNPN(ρ, λ)e
−[α2
2
(ρ2+λ2)]Ylρ(Ωρ)Ylλ(Ωλ) α
2 = (3km)
1
2 (4-15)
CN es un factor de normalizacio´n, PN es un polinomio de grado N y los armo´nicos esfe´ricos
tienen que ser combinados para definir el momento angular total L. Los valores propios de
la energ´ıa son,
E = (N + 3)ω (4-16)
El potencial de OA aunque es un buen potencial para representar la interaccio´n entre los
quarks ya que permite un tratamiento anal´ıtico y adema´s brinda confinamiento como lo es
requerido en f´ısica hadro´nica, tiene el problema que genera un alto grado de degeneracio´n,
lo cual hace que el modelo no reproduzca los valores experimentales de masa para muchas
part´ıculas medidas experimentalmente [4]. Adema´s el modelo descrito no reproduce la difer-
encia de energ´ıa N-∆ lo que hace necesario la introduccio´n de potenciales dependientes del
esp´ın.
4.3. Modelo de Isgur-Karl e Hiperesfe´rico
Teniendo como gu´ıa las simetr´ıa globales de la QCD es posible desarrollar modelo de tres
quarks para los bariones. Este modelo puede ser un desarrollo del modelo de tres quarks pre-
sentado anteriormente donde se utilizo el potencial de OA como potencial de confinamiento
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El problema fue analizado por primera vez por Isgur y Karl en 1978 [4], en la estructura de un
acercamiento no relativista y haciendo explicita referencia a la mas simple interaccio´n q?q, es
decir un gluo´n de intercambio. Se conoce que dos te´rminos principales deben estar presentes
en la interaccio´n q?q. El primer te´rmino es un potencial de largo alcance, responsable del
confinamiento de los quarks; este es independiente del esp´ın. El segundo te´rmino tiene un
corto alcance y es dependiente del esp´ın. Para resumir, el operador Hamiltoniano para el
sistema de quarks puede ser escrito como,
H =
3∑
i=1
(
mi +
p2i
2mi
)
+ L(r1, r2, r3) +Hhiper (4-17)
El primer te´rmino dentro de la sumatoria es la masa en reposo de los tres quarks y el
segundo corresponde a la energ´ıa cine´tica de los quarks. El factor L(r1, r2, r3) es el potencial
de interaccio´n entre los quarks el cual debe ofrecer confinamiento y el u´ltimo te´rmino es la
interaccio´n hiperfina, dependiente del esp´ın como ya se hab´ıa mencionado.
La parte de la interaccio´n hiperfina necesaria en cualquier modelo de quarks para reproducir
en detalle el espectro hadro´nico, tiene la siguiente forma,
Hhiper =
∑
i<j
2αs
3mimj
{(
8pi
3
)
~Si · ~Sjδ(rij) +
(
1
r3ij
)[
3(~Si · ~rij)( ~Sj · ~rij)
r2ij
− ~Si · ~Si
]}
Hhiper =Hδ +HT
(4-18)
Los te´rminos presentes en Hhiper claramente dependen del esp´ın y se conocen como interac-
cio´n esp´ın-esp´ın y tensorial. La primera interaccio´n da la diferencia de energ´ıa entre N-∆.
La interaccio´n tensorial ha mostrado buenos resultados al reproducir el espectro hadro´nico,
particularmente los sistemas ligados de quark-antiquark pesados (Quarkonium) [7]. Los po-
tenciales radiales de corto alcance en la interaccio´n esp´ın-esp´ın y tensorial no son necesaria-
mente dados por las expresiones tomadas en (4-18). Estos pueden ser remplazados por otros
potenciales fenomenolo´gicos para un mejor ajuste del espectro de masa en el modelo de
quarks.
El potencial de OA es muy usado como potencial de confinamiento en los modelos de quarks,
sin embargo lleva a discrepancias para la descripcio´n de los espectros y factores de forma.
Por tanto se debe buscar otros potenciales que traten de mejorar los resultados.
Un trabajo [5], en esta estructura, utilizo´ el siguiente potencial para la interaccio´n de los
tres quarks,
H =
∑
i
mi +H0 +Hhiper +Hrad + E0 (4-19)
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El primer te´rmino mi, representa la masa en reposo de los quarks constituyentes. El segundo
te´rmino H0 representa la energ´ıa cine´tica mas el potencial de OA para la interaccio´n entre
los quarks, e´ste tiene la forma,
H0 =
∑
i
p2i
2mi
+
1
6
mω2
∑
i<j
r2ij (4-20)
El tercer te´rmino es la interaccio´n hiperfina (4-18). Sin embargo, en este modelo el te´rmino
Hδ es tomado como,
Hδ =
∑
i<j
2αs
3mimj
(
8pi
3
)
b2
pi
1
2
exp[−b2r2ij]~Si · ~Sj (4-21)
donde el te´rmino δ(rij) ha sido remplazado por una funcio´n Gaussiana con el fin de eliminar
las singularidades que trae la funcio´n delta.
El cuarto te´rmino, Hrad, es un potencial central el cual ayuda a reproducir el espectro de
masa del modelo. El u´ltimo te´rmino, E0, es introducido para reproducir la energ´ıa del estado
base.
Una reproduccio´n razonable del espectro de masa de los bariones sin extran˜eza es obtenido
por medio de los para´metros libres: E+0 =0, E
−
0 =322 MeV, mi=320 MeV, ω=250 MeV, b=320
MeV y δ=12 fm−1. En este modelo, E0 toma dos valores; esto debido a que no es posible
reproducir los estados de paridad positiva y negativa utilizando un solo valor de E0, por
tanto se hace necesario utilizar un valor para cada conjunto de estados. El para´metro δ
esta´ relacionado con la diferencia de energ´ıa entre N-∆,
δ =
4αsα
3
√
2pim2i
α = (miω)
1
2 (4-22)
Otro acercamiento desarrollado a partir del modelo de Isgur-Karl es el modelo con potencial
Hiperesfe´rico (HH) [4]. En este modelo se introducen las siguientes variables,
x =
√
ρ2 + λ2
ξ =arctg
(ρ
λ
) (4-23)
donde x, ξ son el hiperadio y hiperangulo respectivamente. La introduccio´n de estas coorde-
nadas permite expandir los estados de tres quarks en la base de funciones factorizadas
Ψ = ψ(x)Y[γ](Ωρ,Ωρ, ξ) (4-24)
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La parte hiperangular Y[γ] puede ser escrita como,
Y[γ](Ωρ,Ωλ, ξ) = Ylρ,mρ(Ωρ)Ylλ,mλ(Ωλ)Pγlλlρ(ξ) (4-25)
donde γ = 2n + lρ + lλ es el nu´mero cua´ntico de momento angular generalizado y los
dos primeros te´rminos son los armo´nicos esfe´ricos conocidos; el tercer te´rmino especifica la
dependencia del hiperangulo y sin tener en cuenta el factor de normalizacio´n es dado por,
Pγlλlρ(ξ) ∝ (senξ)lρ(cosξ)lλP
lρ+
1
2
,lλ+
1
2
n (cos2ξ) (4-26)
donde Pn es un polinomio de Jacobi de grado n. La parte hiperangular Yγ juega el mismo
papel que los armo´nicos esfe´ricos en los problemas de una sola part´ıcula, luego toda la
dina´mica del problema de tres cuerpos esta contenida en la parte hiperradial ψ(x).
Si el potencial u´nicamente depende del hiperradio, cada funcio´n puede ser factorizada como
en (4-24) y la funcio´n de onda hiperadial es solucio´n de la ecuacio´n de Schro¨dinger,
[
d2
dx2
+
(
5
x
)
d
dx
− γ(γ + 4)
x2
]
ψ = 2m[E − V (x)]ψ (4-27)
El punto interesante es que usando un potencial de confinamiento de e´ste estilo, es posi-
ble obtener una diagonalizacio´n casi exacta para la matriz Hamiltoniana en la base (4-24).
De esta manera es posible considerar muchos potenciales que mejoren el ca´lculo de los fac-
tores de forma, por ejemplo potenciales tipo hipercoulomb, logar´ıtmicos o potenciales de
confinamiento.
Algunos trabajos realizados en la estructura HH [4], [18], utilizaron un Hamiltoniano de la
siguiente forma,
H = 3m+
p2ρ + p
2
λ
2m
− τ
x
+ αr +Hhiper (4-28)
donde se ha utilizado un potencial hipercoulomb ma´s una parte lineal, para el confinamiento.
Esta eleccio´n se ha hecho con el fin de cambiar el comportamiento asinto´tico de la funcio´n de
onda con respecto a la de OA, debido a que este u´ltimo no ha dado buenos resultados en la
reproduccio´n de los factores de forma. Los para´metros libres que mejor ajustan el espectro
de masa toman los siguientes valores: m es tomada como 1
3
de la masa del nucleo´n, τ=904.23
MeV fm, α=317.17 MeV fm−1.
Con el Hamiltoniano (4-28) se han obtenido buenos resultados en el ajuste del espectro de
masas [18] y lo ma´s importante, algunas mejoras en el ca´lculo del factor de forma ele´ctrico
del proto´n.
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4.4. Modelo Quark-Diquark
La nocio´n de diquark es en s´ı muy vieja y se aplica a diferentes grupos de feno´menos. Segu´n
Murray Gell-Mann [1] se pod´ıa hablar de diquark casi como una part´ıcula puntual con
nu´meros cua´nticos espec´ıficos. Ma´s tarde algunos f´ısicos teo´ricos introdujeron a los diquarks
grados de libertad efectivos con el objetivo de describir los bariones compuestos de un quark-
diquark [8],[9]. Sin embargo el origen microsco´pico de los diquarks no es completamente claro
y su conexio´n con la teor´ıa fundamental QCD no esta´ totalmente entendida. Por esta razo´n
los diquarks han sido objeto de varias investigaciones en f´ısica de materia condensada y f´ısica
nuclear. Una explicacio´n en f´ısica hadro´nica es que el origen del diquark es debido a la fuerte
interaccio´n esp´ın-esp´ın originada por el gluo´n de intercambio.
De otro lado en el estudio de la espectroscopia bario´nica es muy llamativo pensar en un
diquark como una part´ıcula fuertemente ligada dado que se disminuye la complejidad en los
ca´lculos, pasando de un problema de tres cuerpos a dos. En la estructura de quark-diquark
han sido desarrollados recientemente algunos modelos con buenos resultados. Un trabajo
realizado en el an˜o 2005 muestra como puede obtenerse el espectro del nucleo´n con buena
precisio´n [8],[10].
El operador Hamiltoniano utilizado en este modelo fue,
H = E0+
p2
2m
− τ
r
+ βr + (B + Cδ0)δs12,1
+2A(−1)l+1e−αr[~s1 · ~s2 + ~t1 · ~t2 + 2~s1 · ~s2~t1 · ~t2]
(4-29)
donde se utilizo la expresio´n de la energ´ıa cine´tica no relativista. Debido a que se estudia el
modelo en el sistema del centro de masa (CM), m representa la masa reducida del sistema
obtenida como 1
m
= 1
m1
+ 1
m2
.1 El potencial de Coulomb y el te´rmino lineal dan el confi-
namiento como es requerido en la f´ısica de los quarks. El siguiente te´rmino es introducido
fenomenolo´gicamente para poder describir el espectro de masas y reemplaza al potencial de
interaccio´n hiperfina. E´ste actu´a en los estados con esp´ın del diquark igual a 1. La cantidad
δ0 significa δn,1 es decir que u´nicamente actu´a en el estado base (potencial de corto alcance).
El u´ltimo te´rmino es conocido como potencial de intercambio. Este potencial es un ingre-
diente fundamental para la descripcio´n de los bariones en te´rminos de los quarks [29], sin
embargo una explicacio´n a nivel fundamental de este potencial es aun requerida.
Los para´metros libres utilizados para reproducir el espectro de masa toman los siguientes
valores: E0=1706 MeV, m=102 MeV, τ=766 MeV fm, β=10.07 MeV fm
−1, B=300 MeV,
C=400 MeV, A=205 MeV, α=0.6 fm−1. Los valores de estos para´metros se encuentran
dentro de los rangos permitidos para la f´ısica hadro´nica y han mostrado buenos resultados
en la reproduccio´n del espectro experimental [8]. Adema´s el potencial de Coulomb ma´s un
1En lo que resta de este libro m representa la masa reducida
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te´rmino lineal muestra un mejor resultado en la reproduccio´n del factor de forma ele´ctrico de
proto´n [8]. El problema ma´s notable del modelo quark-diquark ha sido el uso de potenciales
puramente fenomenolo´gicos para reproducir el espectro bario´nico.
El anterior trabajo sugirio´ que este modelo puede ser desarrollado para incluir efectos rela-
tivistas. Por esta razo´n un modelo mejorado utilizo´ el siguiente Hamiltoniano de interaccio´n
en la estructura quark-diquark,
H =E0 +
p2
2m
+
1
2
mωr2 − ρ
r
− p
4
8η3
+ (B +DδN,0)δs12,1
+2A(−1)l+1e−α2r2 [~s1 · ~s2 + ~t1 · ~t2 + 2~s1 · ~s2~t1 · ~t2]
(4-30)
Como se puede ver el Hamiltoniano (4-29) es muy similar a (4-30), sin embargo en este
u´ltimo aparece un te´rmino proporcional a p4, el cual hace referencia a la correccio´n rela-
tivista de la energ´ıa cine´tica del quark y del diquark. Este te´rmino se considera cuando el
momento p es comparable con las masas del quark y del diquark, es decir, en el caso semirel-
ativista. Por lo tanto este modelo determina si la correccio´n relativista tiene efectos sobre
el espectro de masas de modelo. Tambie´n aparece el potencial de OA como potencial de
confinamiento, debido a que en esta base es ma´s fa´cil calcular las interacciones restantes de
forma perturbativa.
Los para´metros libres del modelo quark-diquark semi-relativista tomaron los siguientes val-
ores: E0=574 MeV, ω= 840 MeV, B=245 MeV, D=207 MeV, C=85 MeV, A=125 MeV,
α=1.87 fm−1, λ=1.64 fm−1, β
−4
16η3
=80.5 MeV y ρ=320 MeV fm. Este modelo reproduce de
buena forma el espectro bario´nico, sin embargo presenta las discrepancias t´ıpicas del poten-
cial de OA, es decir, los factores de forma tienen gran diferencia con respecto a los datos
experimentales a alto momento transferido [6].
Parte II.
MODELO QUARK-DIQUARK
5. Hamiltoniano del Modelo
Despue´s de analizar algunos modelos que se han planteado para estudiar el espectro bario´nico
y las propiedades electromagne´ticas, se propone como punto de partida el siguiente Hamil-
toniano para la interaccio´n quark-diquark fundamentado en los primeros principios de la
meca´nica cua´ntica:
H =
√
p2 +m21 +
√
p2 +m22 −
τ
r
+ βr + ηe−ρ
2r2(~s1 · ~s2) (5-1)
Los dos primeros te´rminos son las energ´ıas relativistas totales del quark y del diquark libres.
Debido a que se estudia el modelo en el sistema CM, es posible tomar en la ecuacio´n (5-1);
p1 = −p2 = p. La expresio´n relativista en la energ´ıa cine´tica se ha tomado por que un
trabajo anterior [6] mostro´ que los efectos relativistas son grandes y no es adecuado tratarlos
perturbativamente. Esto se puede argumentar debido a que los quarks que componen el
nucleo´n (u,d) son livianos, haciendo que los efectos relativistas sean relevantes. Los siguientes
dos te´rminos forman el potencial de Cornell el cual ha sido ampliamente utilizado en los
modelos de quarks. La interaccio´n a corto alcance es inspirada por la reduccio´n de Fermi-
Breit del correspondiente diagrama [7], que da en el l´ımite no relativista el usual potencial
de Coulomb. De esta reduccio´n aparece tambie´n el te´rmino de interaccio´n esp´ın-esp´ın y la
interaccio´n tensorial.
El potencial para el confinamiento se toma como lineal con respecto a la distancia entre el
quark y el diquark. El u´ltimo te´rmino del Hamiltoniano es el te´rmino esp´ın-esp´ın que es
necesario para hacer una buena reproduccio´n del espectro de masas ya que da la diferencia
de energ´ıa entre los estados de s1 = 0 y s1 = 1. Como se puede ver de (5-1) la interaccio´n
dependiente del esp´ın esta acompan˜ada de una funcio´n Gaussiana, la cual esta reemplazan-
do el te´rmino (ma´s comu´nmente utilizado) δ(rij) ya que e´ste u´ltimo no tiene una estricta
argumentacio´n f´ısica y presenta problemas en el proceso nume´rico de diagonalizacio´n.
El Hamiltoniano (5-1) sera´ utilizado con el fin de reproducir el espectro de masas, asignando
valores espec´ıficos a los para´metros libres que para este caso son m1, m2, τ , β, η, ρ. Como se
vera´ ma´s adelante el Hamiltoniano (5-1) todav´ıa no es suficiente para reproducir el espectro
en la estructura quark-diquark, lo que hace necesario introducir otros te´rminos dependientes
del isosp´ın y el potencial tensorial.
6. Funciones de Onda
6.1. Funcio´n de Onda Total
La funcio´n de onda total se construye como es usual, mediante el producto tensorial de la
parte de espacial, esp´ın, isosp´ın y color,
Ψtotal = Ψcolor ⊗ χespin ⊗ Φisospin ⊗ ψespacial (6-1)
Para el modelo quark-diquark la funcio´n de onda total se construye de la misma forma que la
funcio´n de onda total del modelo de tres quarks, es decir, la antisimetr´ıa total de la funcio´n
de onda viene determinada por la parte de color. Lo anterior se justifica considerando el
diquark formado por dos quarks congelados.
6.2. Funcio´n de Onda Espacial
El Hamiltoniano (5-1) elegido para determinar el espectro bario´nico en el modelo quark-
diquark es claramente no diagonal en las bases anal´ıticas conocidas, por esta razo´n para
diagonalizar el Hamiltoniano (5-1) se utilizara un me´todo de diagonalizacio´n nume´rico donde
se obtendra´n los vectores y valores propios de este Hamiltoniano. Para generar la matriz
Hamiltoniana se deben calcular los usuales valores esperados
〈H〉 = 〈Ψ|H|Ψ〉 (6-2)
Por lo tanto se hace necesario elegir la funcio´n de onda de prueba |Ψ〉. En este trabajo se eligen
las conocidas funciones de OA. El OA es quiza´s el modelo ma´s usado en f´ısica, y su utilidad
va desde los campos de la f´ısica cla´sica hasta la Electrodina´mica cua´ntica. De la meca´nica
cla´sica se sabe que muchos potenciales complicados, pueden ser aproximados en la vecindad
de sus puntos de equilibrio por un OA. La mayor importancia del OA como una herramienta
ba´sica para el desarrollo de la f´ısica teo´rica probablemente aparece con el nacimiento de
la meca´nica cua´ntica. Este fue el primer ejemplo al cual las reglas de cuantizacio´n fueron
aplicadas. En el estudio de los modelos de quarks la mayor ventaja que presenta esta base es
que sus expresiones anal´ıticas son las mismas en el espacio de coordenadas y del momento
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[26], lo cual es de gran ayuda para calcular los elementos de matriz de la energ´ıa cine´tica
relativista en (5-1).
Las funciones de onda de OA aparecen como solucio´n a la ecuacio´n de valores propios,
HΨn,l =En,lΨn,l
H =
P 2
2m
+
1
2
kr2 ω =
√
k
m
(6-3)
dado que el potencial de OA depende u´nicamente de la distancia r = |r|, el sistema es
invariante bajo rotaciones; este OA es conocido como isotro´pico. Por lo tanto el problema
posee simetr´ıa esfe´rica, lo que permite buscar funciones de onda en la siguiente forma
Ψn,l = Rn,l(r)Yl,m(θ, φ) (6-4)
donde Yl,m son los armo´nicos esfe´ricos que son funciones propias del operador de momento
angular,
L2Yl,m =l(l + 1)Yl,m
L2 =
1
sinθ
∂
∂θ
(
sinθ
∂
∂θ
)
+
1
sin2θ
∂2
∂φ2
(6-5)
Los valores propios de (6-3) son,
E =ω
(
n+
3
2
)
n =0, 1, 2, 3... l = n, n− 2, n− 4....(l ≥ 0)
(6-6)
Las funciones radiales esta´n dadas por,
Rn,l(r) = cn,l
1
r¯
3
2
(r
r¯
)l
exp
[
−1
2
(r
r¯
)2]
L
l+ 1
2
(n−l)
2
[(r
r¯
)2]
(6-7)
donde r¯ es el para´metro dimensional del OA. La transformada de Fourier esta dada por,
Ψn,l = Rn,l(p)Yl,m(pˆ) (6-8)
Rn,l(p) = (−i)ncn,l 1
p¯
3
2
(
p
p¯
)l
exp
[
−1
2
(
p
p¯
)2]
L
l+ 1
2
(n−l)
2
[(
p
p¯
)2]
(6-9)
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como se puede ver las funciones radiales en la representacio´n de las coordenadas y del mo-
mento se diferencian por un factor de fase. Los para´metros dimensionales se relacionan como
r¯p¯ = 1. Los polinomios de Laguerre y la constante de normalizacio´n tienen la forma,
L
l+ 1
2
(n−l)
2
(x) =
(n−l)
2∑
m=0
(−1)m
( n+l
2
+ 1
2
n−l
2
−m
)
xm
m!
cn,l =
[
2[ (n−l)
2
]!
Γ(n+l+3
2
)
] 1
2
(6-10)
El para´metro dimensional r¯ puede ser tratado como un para´metro variacional en el sentido
que e´ste puede variar de tal forma que tome un valor que minimiza la energ´ıa del estado
base. E´ste es el procedimiento del principio variacional, que asegura que para cualquier nmax
finito el autovalor hallado es mayor o igual al autovalor de la ecuacio´n completa.
6.3. Funcio´n de Onda de Esp´ın
La construccio´n de la funcio´n de onda de esp´ın se puede realizar mediante el acoplamiento
de momento angular. Un sistema compuesto formado por dos sistemas que tienen momento
angular JA y JB puede ser descrito en te´rminos de la base,
|jA, jA;mA,mA〉 ≡ |jAmA〉|jBmB〉 (6-11)
El operador suma
~J = ~jA + ~jA (6-12)
tiene los valores propios J(J + 1), M de J2, J3 respectivamente, los cuales son nu´meros
cua´nticos conservados. En la nueva base se tiene M = mA + mB, la cual es la tercera com-
ponente de (6-12). La base acoplada y no acoplada esta´n relacionadas de la forma esta´ndar
de acoplamiento de momento angular (B-5).
La funcio´n de onda de esp´ın para el modelo quark-diquark se puede construir como
χ
(12)
S,M =
[
χ(1)s1 ⊗ χ(2)s2
]
S,M
(6-13)
s1 = 0, 1, debido a las reglas de seleccio´n del momento angular (desigualdad triangular).
s2 =
1
2
que es el esp´ın del quark, por lo tanto S = 1
2
, 3
2
.
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6.4. Funcio´n de Onda de Isosp´ın
Teniendo en cuenta que el proto´n y neutro´n tienen masas muy parecidas y que las inter-
acciones entre los dos nucleones son aproximadamente iguales cuando los dema´s nu´meros
cua´nticos son iguales, es posible introducir un grado de libertad interno conocido como el
isosp´ın. De esta manera el proto´n y neutro´n se pueden ver como dos estados del nucleo´n
con tercera componente del isosp´ın tz = +
1
2
,−1
2
. Por lo tanto se tiene una simetr´ıa SU(2)
en la cual (n, p) forman la representacio´n fundamental. El isosp´ın tiene las mismas reglas
algebraicas que el esp´ın, por lo tanto los generadores satisfacen el a´lgebra de Lie,
[Tj, Tk] = ijklTl (6-14)
En la representacio´n fundamental, los generadores son denotados Ti ≡ 12τi,
τ1 =
(
0 1
1 0
)
τ2 =
(
0 −i
i 0
)
τ3 =
(
1 0
0 −1
)
De igual forma que el momento angular las cantidades que se pueden diagonalizar a la vez
son
Tˆ 2|T, Tz〉 = t(t+ 1)|T, Tz〉
Tˆz|T, Tz〉 = tz|T, Tz〉
(6-15)
La anterior simetr´ıa permite agrupar part´ıculas en multipletes de isosp´ın, las cuales tienen
el mismo nu´mero cua´ntico de isosp´ın t pero su tercera componente tz es diferente, como se
muestra en los ejemplos de las siguientes tablas
MULTIPLETES DE ISOSPI´N
Mesones T Tz S J
P Masa(MeV)
pi+ 1 +1 0 0− 139
pi0 1 0 0 0− 135
pi− 1 -1 0 0− 139.5
ρ+ 1 +1 0 1− 769.3
ρ0 1 0 0 1− 769.3
ρ− 1 -1 0 1− 769.3
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MULTIPLETES DE ISOSPI´N
Bariones T Tz S J
P Masa(MeV)
∆++ 3
2
+3
2
3
2
3
2
+
1232
∆+ 3
2
+1
2
3
2
3
2
+
1232
∆0 3
2
−1
2
3
2
3
2
+
1232
∆− 3
2
−3
2
3
2
3
2
+
1232
Como se ha encontrado experimentalmente, la interaccio´n fuerte no distingue entre cargas
ele´ctricas; esta afirmacio´n se puede resumir mediante el conmutador,
[Hs, ~T ] = 0 (6-16)
donde Hs representa el Hamiltoniano de interaccio´n fuerte. La ecuacio´n anterior indica que
bajo una rotacio´n en el espacio del isosp´ın la energ´ıa debida a la interaccio´n fuerte permanece
invariante y como consecuencia todas las part´ıculas de un multiplete de isosp´ın tienen la
misma masa.
Teniendo en cuenta la interaccio´n electromagne´tica, la isotropia en el espacio del isosp´ın se
rompe, es decir,
[Hs +Hem, ~T ] 6= 0 (6-17)
Lo anterior puede explicar la pequen˜a diferencia de masa entre el proto´n y neutro´n.
La misma simetr´ıa de isosp´ın es aplicada a los quarks, en particular el quark u puede ser
representado por el estado |T = 1
2
, Tz =
1
2
〉, y el quark d es representado por el estado
|T = 1
2
, Tz = −12〉. El operador de carga ele´ctrica esta relacionado con el nu´mero cua´ntico de
isosp´ın como,
qˆ =
B
2
+ Tz (6-18)
donde B es el nu´mero bario´nico el cual tiene el valor 1
3
para los quarks u,d.
Las funciones de onda de isosp´ın para el modelo quark-diquark tienen la misma forma que
las de esp´ın (6-13) y se obtienen por medio del acoplamiento de momento angular (B-5).
Finalmente los estados combinados de esp´ın e isosp´ın permitidos para el modelo quark-
diquark son,
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|s1 = 0, t1 = 0; s2 = 1
2
, t2 =
1
2
;S =
1
2
, T =
1
2
〉
|s1 = 0, t1 = 0; s2 = 1
2
, t2 =
1
2
;S =
1
2
, T =
1
2
〉
|s1 = 1, t1 = 1; s2 = 1
2
, t2 =
1
2
;S =
1
2
, T =
3
2
〉
|s1 = 1, t1 = 1; s2 = 1
2
, t2 =
1
2
;S =
3
2
, T =
1
2
〉
|s1 = 1, t1 = 1; s2 = 1
2
, t2 =
1
2
;S =
3
2
, T =
3
2
〉
(6-19)
donde s1 = t1 = 0, 1 es el esp´ın e isosp´ın del diquark.
6.5. Funcio´n de Onda de Color
Cuando se introdujo el modelo de quarks para la descripcio´n de todas las part´ıculas que
aparec´ıan de una forma u otra en la naturaleza, se pensaba que mediante los quarks u,d,s,
a los cuales se les asignaban ciertos nu´meros cua´nticos, se pod´ıa describir todos los objetos
encontrados hasta el momento.
Existe un aspecto del modelo de quarks, que puso a pensar a los f´ısicos teo´ricos de la e´poca,
cuando aparecio´ la part´ıcula ∆++(1232). Esta part´ıcula tiene una masa de 1232 MeV, esp´ın
S = 3
2
y una carga ele´ctrica +2. Por lo tanto y segu´n el modelo de quarks este estado debe
estar compuesto de tres quarks u; lo anterior para satisfacer las medidas experimentales.
De otro lado, dado que los quarks son part´ıculas indistinguibles de esp´ın 1
2
(fermiones), deben
cumplir el principio de exclusio´n de Pauli, el cual afirma que un conjunto de objetos de esp´ın
semientero tiene que ser representado por una funcio´n de onda antisime´trica por intercambio
de las part´ıculas indistinguibles.
Como es conocido la funcio´n de onda de esp´ın para S = 3
2
debe ser completamente sime´trica
al intercambio de dos quarks. De la misma manera la funcio´n de onda de isosp´ın, para el
estado en que la carga total del sistema es +2, el sistema debe ser sime´trico.
Se podr´ıa pensar entonces que la antisimetr´ıa de la funcio´n de onda total deber´ıa dejarse a
la parte espacial de la funcio´n de onda. Sin embargo existe un impedimento para que esto
sea as´ı. Cuando se analiza la espectroscopia bario´nica se encuentra que el estado base del
sistema, el nucleo´n, tiene su parte espacial sime´trica, como en general para los estados base
de los sistemas ligados. Se puede observar que la diferencia de masa entre el nucleo´n y la
part´ıcula ∆ es mas o menos de 300 MeV; esta diferencia es pequen˜a y no puede ser asociada
a un cambio en la funcio´n de onda espacial del sistema. Por tanto se concluye que la funcio´n
de onda espacial de la part´ıcula ∆ debe ser sime´trica al igual que el nucleo´n, por consiguiente
todo el sistema seria sime´trico lo cual esta en contraposicio´n con el principio de Pauli.
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La solucio´n de esta dificultad la dio la introduccio´n del nu´mero cua´ntico del color (Han and
Nambu, Greenberg, and Gell-Mann). El modelo ma´s simple del color asigna a los quarks
una nueva simetr´ıa interna asociada al grupo SU(3). Para entender esto supo´ngase que se
representan los quarks por qi, donde i = 1, 2,3 es el ı´ndice de color. Bajo el postulado que
las funciones de onda de todos los hadrones deben ser invariantes bajo la transformacio´n de
simetr´ıa SU(3), los dos tipos de combinaciones que cumplen con este requerimiento son,
q¯iqi 
ijkqiqjqk ijkq¯iq¯j q¯k (6-20)
es decir que el color total sea nulo (no observable). En las anteriores expresiones esta im-
pl´ıcita la suma sobre ı´ndices repetidos. ijk es el tensor de Levi-Civita (completamente anti-
sime´trico). La suposicio´n que todos los hadrones son singletes de color implica que los u´nicos
hadrones blancos posibles son mesones, bariones, antibariones.
La hipo´tesis del color para el modelo de quarks parec´ıa muy satisfactoria desde el punto
de vista fenomenolo´gico. Sin embargo aparecio´ una pregunta, ¿porque´ los quarks tienen es-
ta propiedad y que´ mecanismo asegura que todos los hadrones tengan funciones de onda
singletes de color? La respuesta no aparecio´ de la espectroscopia hadro´nica sino de los ex-
perimentos de dispersio´n de alta energ´ıa DIS. A muy alto momento transferido la dispersio´n
inela´stica de electro´n-proto´n se puede ver como una dispersio´n ela´stica del electro´n sobre
part´ıculas libres; a estas part´ıculas Bjorken las llamo´ partons [3]. Posteriormente cuando se
encontro´ que las teor´ıas Gauge no Abeliana tienen la propiedad de Libertad asinto´tica, lo
u´nico que resto´ fue identificar el grupo de Gauge correcto y la representacio´n del fermio´n.
Lo anterior dio lugar a la creacio´n de la QCD.
Despue´s de la introduccio´n del modelo de quarks sin incluir el color, se pudo calcular la
intensidad de desintegracio´n del meso´n pi neutro en dos fotones. Se obtuvo un resultado que
difer´ıa notablemente del resultado experimental en un factor nueve. El ca´lculo de la vida
media del meso´n pi neutro daba un valor de 0,75 × 10?15s. Sin embargo la vida media del
meso´n resulto´ ser de 0,83 × 10?16s. Tambie´n fue posible demostrar que la vida media del
meso´n depende directamente del nu´mero de colores de los quarks u y d. Cuanto ma´s colores
existan, tanto ma´s ra´pido se desintegrar´ıa el meso´n. Asumiendo la existencia de tres colores
se espera que la desintegracio´n sea nueve veces ma´s ra´pida respecto a la que se esperar´ıa si
no existiese nu´mero cua´ntico del color, el valor predicho es 8,3× 10?17s. Esta es exactamente
la vida media observada.
Otra evidencia experimental de la existencia del color se basa en el proceso de aniquilacio´n
electro´n-positro´n en hadrones de alta energ´ıa. Cuando existe este proceso de aniquilacio´n
aparecen como resultado un par de leptones (electrones, muones) o un par quark-antiquark.
En particular se espera que la produccio´n de hadrones se lleve acabo a trave´s de la produccio´n
previa de un par quark-antiquark, el cual formara el sistema hadro´nico.
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Despue´s de algunos ana´lisis acerca del proceso de aniquilacio´n, se puede establecer que la
tasa total de produccio´n de hadrones y la tasa de produccio´n de muones, viene dada sim-
plemente por los cuadrados de las cargas de los quarks. Esto se debe a que el proceso de
aniquilacio´n electro´n-positro´n ocurre gracias a la interaccio´n electromagne´tica, y la intensi-
dad de e´sta es determinada por el cuadrado de la carga de los objetos involucrados. Fijando
la energ´ıa de aniquilacio´n electro´n-positro´n, para que u´nicamente se puedan crear quarks u,d
y posiblemente quarks s, se encuentra que
R =
tasa de produccio´n de hadrones
tasa de produccio´n de muones
R =
3[Q2u +Q
2
d +Q
2
s]
Q2µ
=
3[(2
3
)2 + (−1
3
)2 + (−1
3
)2]
1
= 2
(6-21)
El factor 3 en esta expresio´n representa el nu´mero de colores. El resultado final es que la
probabilidad de producir hadrones en la aniquilacio´n electro´n-positro´n es el doble que la
probabilidad de producir un par de muones. Los experimentos realizados a partir de 1973
han establecido que este resultado es correcto, teniendo en la anterior ecuacio´n el factor 3
debido al color. Por tanto se tiene otra evidencia, la cual muestra que la introduccio´n del
nu´mero cua´ntico del color es estrictamente necesaria.
Aunque la funcio´n de onda de color no aparece expl´ıcitamente en los ca´lculos de los modelos
de quarks fenomenolo´gicos, es necesario tener en cuenta que la antisimetr´ıa total de la funcio´n
de onda viene dada por la parte de color.
7. Interaccio´n Tensorial en f´ısica
hadro´nica
Como ya se hab´ıa mencionado anteriormente el Hamiltoniano (5-1) no es suficiente para
obtener una buena reproduccio´n del espectro del nucleo´n y sus resonancias. Por esta razo´n
se deben introducir algunas interacciones adicionales para mejorar el ajuste. Uno de estos
te´rminos es el potencial tensorial, el cual tiene un papel muy importante en el desarrollo de
la f´ısica nuclear y subnuclear.
Desde cuando se comenzaron a estudiar los nu´cleos ato´micos, se dedicaron muchos esfuerzos
al estudio del deutero´n. Este es un estado ligado de dos nucleones, formado por proto´n-
neutro´n y es el u´nico sistema ligado de dos nucleones que se ha encontrado en la naturaleza.
Por lo tanto, en este caso, es posible determinar con buena precisio´n la estructura de la in-
teraccio´n proto´n-neutro´n sin enfrentar las dificultades computacionales que se encuentran en
el estudio de un nu´cleo compuesto por muchos nucleones. Adema´s el deutero´n es de´bilmente
ligado, teniendo una energ´ıa de ligadura mucho menor que el valor promedio entre pares de
nucleones en otros nu´cleos estables. Espec´ıficamente, la energ´ıa de ligadura del deutero´n es
EB=2.2245 MeV y su momento angular total y paridad P tienen el valor, J
P = 1+. Las
medidas experimentales del deutero´n se muestran en la siguiente tabla,
Propiedad del Estado Ligado Valor
Energ´ıa de Ligadura, EB 2.22457312(22) MeV
Esp´ın y paridad, JP 1+
Isosp´ın, T 0
Momento de dipolo magne´tico, µd 0.857438320(24) µN
Momento de cuadrupolo Ele´ctrico, Qd 0.28590(30) efm
2
Radio medio de carga, rd 1.963(4) fm
Tabla 7-1.: Propiedades del estado ligado del deutero´n
Para el estudio del deutero´n se considera la funcio´n de onda de este sistema ligado como
producto de un factor orbital y un factor de esp´ın. Del acoplamiento de los espines del proto´n
y neutro´n, el esp´ın total puede tomar los valores S = 0, 1 siendo los nucleones part´ıculas de
esp´ın 1
2
. El momento angular total J se obtiene como ~J = ~L+ ~S, por tanto para obtener el
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valor experimental J = 1+, u´nicamente se puede tomar L = 0, 2 para el momento angular
orbital.
Si se considera en primera aproximacio´n un potencial central V (r) el momento angular del
estado base tiene que ser L = 0. Adema´s, debido a la pequen˜a energ´ıa de ligadura del
deutero´n, el sistema no tiene estados excitados, lo que descarta en primera aproximacio´n
la posibilidad del estado con L = 2. Por lo tanto se eligen los nu´meros cua´nticos para el
deutero´n L = 0 S = 1. Sin embargo ma´s adelante se vera´ que el estado L = 2 es necesario
para entender otras propiedades del deutero´n.
Adicionalmente a las funciones de onda espacial y esp´ın, es posible considerar la funcio´n de
onda de isosp´ın si se desprecia la pequen˜a diferencia de masa entre el proto´n y neutro´n, es
posible considerar estas part´ıculas como dos estados diferentes del nucleo´n. De esta manera
el deutero´n se puede ver como un estado ligado de dos part´ıculas indistinguibles.
Como es conocido, en un sistema de fermiones indistinguibles la funcio´n de onda total deber
ser antisime´trica, por el principio de exclusio´n de Pauli. En el caso del deutero´n la parte
espacial es sime´trica dado que L = 0, la parte de esp´ın es tambie´n sime´trica dado que se
tiene un estado de triplete S = 1. Por lo tanto la antisimetr´ıa de la funcio´n de onda estar´ıa
dada por la parte de isosp´ın. El isosp´ın del nucleo´n es t = 1
2
, por tanto aplicando las mismas
reglas del acoplamiento del esp´ın se tendr´ıa el isosp´ın total como T = 0, 1. Para satisfacer
el principio de exclusio´n generalizado la funcio´n de onda de isosp´ın debe ser la de T = 0,
que es antisime´trica. El cara´cter de singlete de isosp´ın (T = 0) explica porque no hay otros
estados ligados de dos nucleones.
Con la funcio´n de onda descrita anteriormente se encontro´ un problema al calcular el mo-
mento de dipolo magne´tico del deutero´n. El valor obtenido para el estado 3S1, (L = 0)
es,
µd(
3S1) = µp + µn=0.879805µN (7-1)
donde µN es el magneto´n nuclear y su valor es 3.15245166 ×10−14 MeVT . Este valor difiere
un poco con respecto al valor experimental, ver Tabla (7-1). Aunque la diferencia no es
grande, f´ısicamente es importante estudiar esta diferencia. Se considera que la causa de esta
discrepancia es debida a la presencia de una mezcla del estado 3D1, es decir, L = 2 S = 1
JP = 1+ en el estado ligado del deutero´n.
Otra evidencia de la existencia de la componente 3D1 en el deutero´n es el ca´lculo del momen-
to de cuadrupolo ele´ctrico. Como es conocido de la electrodina´mica cla´sica una distribucio´n
esfe´rica de carga tiene momento cuadrupolar nulo, Q = 0. Segu´n las consideraciones ante-
riores, si el deutero´n se encuentra en el estado L = 0, su momento de cuadrupolo ele´ctrico
debe ser cero. Sin embargo el valor experimental que se encuentra es,
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Qd = 0.28590efm
2 (7-2)
De las anteriores evidencias se concluye que la funcio´n de onda del estado ligado del deutero´n
debe tener la forma,
|ψd〉 = a|3S1〉+ b|3D1〉 (7-3)
Por tanto debe existir un te´rmino de potencial VT que no tiene simetr´ıa esfe´rica, el cual
mezcle estos dos estados, es decir,
〈3S1|VT |3D1〉 6= 0 (7-4)
Esta´ claro que el hecho de que la funcio´n de onda no tenga L bien definido implica que el
momento angular L no es una cantidad conservada (notar que en cambio, J2, Jz son buenos
nu´meros cua´nticos). A nivel cla´sico esto so´lo puede ocurrir si sobre el sistema actu´a un torque
τ dado por τ = −r×∇V (r). Es evidente que para que el torque no sea nulo el potencial V (~r)
no puede ser so´lo funcio´n |r|, sino que tambie´n debe depender de una de las coordenadas
esfe´ricas. Un potencial que depende so´lo de la coordenada |r| es llamado potencial central,
mientras que uno que depende de las coordenadas angulares en la forma que se vera en la
siguiente ecuacio´n se lo denomina potencial tensorial. En el caso particular del sistema de
dos nucleones, la u´nica direccio´n espacial privilegiada es la direccio´n del esp´ın ~S. El potencial
tensorial puede expresarse como funcio´n del producto escalar ~S ·~r, ya que ~S ·~r = |r||S|cosθ.
La forma de la componente tensorial del potencial nuclear que da lugar a una funcio´n de
onda del tipo (7-3) tiene la forma,
VT (~r, ~s1, ~s2) = UT (r)S12 = UT (r)
[
3
r2
(~s1 · ~r)(~s2 · ~r)− ~s1 · ~s2
]
(7-5)
Como se vera ma´s adelante esta interaccio´n se puede ver como el acoplamiento de dos tensores
rango dos, uno en la parte orbital y otro en la parte de esp´ın, los cuales se acoplan de manera
que formen un escalar en J (tensor de rango cero), respetando la invarianza bajo rotaciones
espaciales.
La deduccio´n expuesta anteriormente fue el procedimiento para obtener el potencial tensorial
en el estudio del deutero´n, sin embargo como se puede ver en la ecuacio´n (4-18), en el estudio
de los modelos de quarks este potencial ha sido encontrado a partir de reducciones de QCD
cuando se hace explicita referencia al mecanismo fundamental de interaccio´n entre los quarks
(un gluo´n de intercambio) con un procedimiento ana´logo al que se aplico´ en QED (Fermi-
Breit) [7].
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7.1. Potencial Tensorial en el Modelo de Quarks
En esta seccio´n se muestra como se calcula el elemento de matriz del potencial tensorial
(7-5) el cual se utilizara´ para el ajuste del espectro masas del modelo. Se realizara´ el ca´lculo
espec´ıfico para el modelo quark-diquark, es decir, el diquark con esp´ın s1 = 0, 1 y el quark
s2 =
1
2
.
La expresio´n del operador,
S12 = ( ~σ1 · rˆ)( ~σ2 · rˆ)− 1
3
~σ1 · ~σ2 (7-6)
puede ser escrita como,
S12 =
√
8pi
15
2∑
M=−2
Y2,M(rˆ)[σ1 ⊗ σ2]2,−M(−1)M (7-7)
La obtencio´n de la expresio´n (7-7) para la interaccio´n tensorial se encuentra en el ape´ndice
(B). En (7-7) Y2,M(rˆ) es el armo´nico esfe´rico el cual puede ser escrito como,
[r ⊗ r]2,M =
√
8pi
15
Y2,M(rˆ)r
2 (7-8)
La forma de la interaccio´n tensorial (7-7) permite calcular el elemento de matriz con las
funciones de onda que ya se tienen; la parte de esp´ın se puede calcular mediante las funciones
de onda de esp´ın y la parte del armo´nico esfe´rico a trave´s de la parte angular de la funcio´n
de onda espacial.
A nivel general el elemento de matriz del producto escalar de dos tensores de rango dos se
puede calcular de la siguiente forma,
〈∑
mk
(−1)mkT (1)k,mkU
(2)
k,−mk
〉
=
〈
j′1, j
′
2, J
′,M ′
∣∣∣∣∣∑
mk
(−1)mkT (1)k,mkU
(2)
k,−mk
∣∣∣∣∣ j1, j2, J,M
〉
(7-9)
Aplicando las reglas de acoplamiento de momento angular (B-5), (7-9) puede ser escrita
como,
〈∑
mk
(−1)mkT (1)k,mkU
(2)
k,−mk
〉
=
∑
mk
∑
m′1,m
′
2
∑
m1,m2
(−1)mk〈j′1,m′1|T (1)k,mk |j1,m1〉〈j′2,m′2|U
(2)
k,−mk |j2,m2〉
×〈j′1,m′1; j′2,m′2|J ′,M ′〉〈j1,m1; j2,m2|J,M〉
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(7-10)
Los elementos de matriz de T
(1)
k,mk
, U
(2)
k,−mk pueden ser calculados a trave´s de la expresio´n,
〈j′,m′|Tk,q|j,m〉 = (−1)k−j−j′ 〈k, q; j,m|j
′,m′〉
(2j′ + 1)
1
2
〈j′||Tk||j〉 (7-11)
La anterior expresio´n permite ver ra´pidamente si el elemento de matriz es cero, por medio
del coeficiente de Clebsch-Gordan. 〈j′||Tk||j〉 es conocido como elemento de matriz reducido.
Utilizando (7-11), (7-10) toma la forma,
〈∑
mk
(−1)mkT (1)k,mkU
(2)
k,−mk
〉
=
∑
mk
∑
m′1,m
′
2
∑
m1,m2
(−1)mk+k−j1+j′1+k−j2+j′2 [(2j′1 + 1)(2j′2 + 1)]−
1
2
×〈j′1||T (1)k ||j1〉〈j′2||U (2)k ||j2〉
×〈k,mk; j1,m1|j′1,m′1〉〈j′1,m′1; j′2,m′2|J ′,M ′〉
×〈k,−mk; j2,m2|j′2,m′2〉〈j1,m1; j2,m2|J,M〉
(7-12)
Aplicando las propiedades de los Coeficientes de Clebsch-Gordan y cancelando los factores
de fase, (7-12) finalmente toma la forma,
〈∑
mk
(−1)mkT (1)k,mkU
(2)
k,−mk
〉
= (−1)j1+j′2+J〈j′1||T (1)k ||j′1〉〈j′2||U (2)k ||j2〉
{
j1 k j
′
1
j′2 J j2
}
δJ,J ′δM,M ′
(7-13)
El factor {} es conocido como el s´ımbolo 6-J y es una cantidad asociada con el acoplamiento
de tres momentos angulares [30],
{
j1 j2 j12
j3 J j23
}
=[(2j12 + 1)(2j23 + 1)]
− 1
2 (−1)j1+j2+j3+J
×
∑
m1,m2
〈j1,m1; j2,m2|j12,m1 +m2〉
×〈j12,m1 +m2; j3,M −m1 −m2|J,M〉
×〈j2,m2; j3,M −m1 −m2|j23,M −m1〉
×〈j1,m1; j23,M −m1|J,M〉
(7-14)
Para el caso del modelo quark-diquark se tendr´ıa j1 = l, j2 = S, j
′
1 = l
′, j′2 = S
′, k = 2. Los
tensores de rango dos serian,
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T
(1)
2,mk
= Y2,mk U
(2)
2,−mk = [σ1 ⊗ σ2]2,−mk (7-15)
Utilizando el resultado (7-13), el elemento de matriz de la interaccio´n tensorial (7-7) toma
la forma,
〈l′, S ′; J,M |S12|l, S; J,M〉 =
(
8pi
15
) 1
2
〈l′, S ′; J,M |
∑
mk
(−1)mkY2,mk [σ1 ⊗ σ2]2,−mk |l, S; J,M〉
= (−1)l+S′+J
(
8pi
15
) 1
2
〈l′||Y2||l〉 〈S ′||[σ1 ⊗ σ2]2||S〉
{
l 2 l′
3
2
J 3
2
}
(7-16)
Recordando que σ1 es el operador de esp´ın del diquark y σ2 el operador de esp´ın del quark.
En este trabajo solamente se estudiaran los elementos diagonales que son los que ma´s con-
tribuyen en el espectro de masas del modelo, es decir, l = l′ y S = S ′. U´nicamente se
considera el elemento de matriz reducido del estado con S = 3
2
, esto en razo´n a que el
elemento de matriz del estado con S = 1
2
es nulo, como se puede ver de la ecuacio´n (7-11).
〈l||Y2||l〉 =
(
5
4pi
) 1
2
(2l + 1)
1
2 〈l, 0; 2, 0|l, 0〉〈
3
2
‖ [σ1 ⊗ σ2]2 ‖ 3
2
〉
= 2
√
10
3
(7-17)
Existe una relacio´n entre los coeficientes de Clebsch-Gordan y una cantidad asociada con el
acoplamiento de dos momentos angulares conocida como el s´ımbolo 3-J
(
j1 j2 j3
m1 m2 m3
)
=
1
(2j3 + 1)
1
2
(−1)j1−j2−m3〈j1,m1; j2,m2|j3,−m3〉 (7-18)
Por lo tanto el elemento de matriz sobre el armo´nico esfe´rico puede ser escrito,
〈l||Y2||l〉 =
(
5
4pi
) 1
2
(−1)l(2l + 1)
(
l 2 l
0 0 0
)
(7-19)
El elemento de matriz de la interaccio´n tensorial para el modelo quark-diquark es,
〈l, S = 3
2
; J,M |S12|l, S = 3
2
; J,M〉 = (−1) 32 +J
(
80
9
) 1
2
(2l + 1)
(
l 2 l
0 0 0
){
l 2 l
3
2
J 3
2
}
(7-20)
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El motivo para expresar el resultado final en funcio´n de los 3-J y 6-J, es que estas cantidades
poseen propiedades de simetr´ıa lo cual hace ma´s fa´cil su manipulacio´n [30]. Adema´s existen
programas pu´blicos para en el lenguaje de programacio´n Fortran de los 3-J y 6-j que pueden
ser implementados de forma ra´pida para un ca´lculo nume´rico.
El operador tensorial completo debe contener un factor radial como se mencionaba en (7-5),
VT = UT (r)S12 (7-21)
UT (r) es una funcio´n de corto alcance que para el modelo quark-diquark se elige como,
UT (r) =
σ
r2
(7-22)
σ es un para´metro libre el cual da la magnitud de la interaccio´n tensorial en el espectro de
masa y se elige de tal forma que reproduzca los datos experimentales. El ca´lculo del elemento
de matriz de este potencial se realiza en la representacio´n de coordenadas de la funcio´n de
onda,
〈n′, l|UT |n, l〉 =σ〈ψ| 1
r2
|ψ〉
〈n′, l|UT |n, l〉 =σ
∫ ∞
0
r2Rn′,l(r)
(
1
r2
)
Rn,l(r)dr
(7-23)
Finalmente se tiene,
〈n′, l, S = 3
2
; J,M |VT |n, l, S = 3
2
; J,M〉 = 〈n′, l|UT (r)|n, l〉×〈l, S = 3
2
; J,M |S12|l, S = 3
2
; J,M〉
(7-24)
La ecuacio´n (7-24) es el resultado del ca´lculo de la interaccio´n tensorial completa mostra-
da inicialmente (7-5), la cual fue reescrita como la ecuacio´n (7-7). Esta expresio´n permite
calcular el potencial tensorial por medio de las funciones de onda del modelo quark-diquark.
El primer te´rmino, al lado derecho en la ecuacio´n (7-24), es el potencial radial calculado
por medio de las funciones de onda de OA utilizadas para este modelo. El segundo te´rmino
es el elemento de matriz de la parte angular y de esp´ın de la interaccio´n tensorial, e´ste es
calculado por medio de la parte angular de la funcio´n de onda espacial y la parte de esp´ın,
respectivamente.
Una expresio´n cla´sica ana´loga a la interaccio´n tensorial se encuentra en la energ´ıa de interac-
cio´n de dos dipolos magne´ticos [36]. En f´ısica hadro´nica esta interaccio´n ha sido encontrada
como parte de la interaccio´n hiperfina en los modelos de quarks para mesones (q − q¯) [7], y
se espera que la interaccio´n tensorial de buenos resultados en la reproduccio´n del espectro
de masa para el modelo quark-diquark.
8. Me´todo de Diagonalizacio´n
8.1. Me´todo Variacional
El me´todo variacional inicialmente fue usado para la determinacio´n aproximada del estado
base de un sistema ligado y posteriormente ha sido aplicado tambie´n a problemas de colisio´n.
Para el caso de estados ligados en donde fue aplicado por primera vez, e´ste fue implemen-
tado cuando se tienen potenciales que no permiten soluciones anal´ıticas de la ecuacio´n de
Schro¨dinger y la teor´ıa de perturbaciones no da buenos resultados.
Conside´rese un sistema f´ısico arbitrario descrito por el Hamiltoniano H, que es independiente
del tiempo. Se puede asumir que el espectro es discreto y no degenerado
H|ϕn〉 = En|ϕn〉; n = 0, 1, 2, ... (8-1)
Aunque el Hamiltoniano H es conocido, esto no es necesariamente el caso para sus valores
propios En y los correspondientes estados propios |ϕn〉.
Como es conocido, un estado arbitrario ψ, puede ser expandido en la base de funciones
propias |ϕn〉,
|ψ〉 =
∑
n
An|ϕn〉 (8-2)
donde |ϕn〉 forma un conjunto completo ortonormal. Por tanto el valor esperado de H para
el estado |ψ〉 es dado por,
〈H〉 = 〈ψ|H|ψ〉 =
∑
n
E|An|2 (8-3)
Una desigualdad muy u´til que puede ser obtenida de (8-3), si se remplaza E por E0, la
energ´ıa del estado base.
〈H〉 = 〈ψ|H|ψ〉 ≥ E0 (8-4)
en el caso de que |ψ〉 no sea normalizada (8-4) se convierte en,
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〈H〉 = 〈ψ|H|ψ〉〈ψ|ψ〉 ≥ E
0 (8-5)
El me´todo variacional consiste en la evaluacio´n de (8-4) o (8-5) con una Funcio´n de prueba
|ψ〉 que depende de un nu´mero finito de para´metros. Se var´ıan estos para´metros hasta que
el valor esperado de la energ´ıa sea mı´nimo.
Conside´rese (8-2), con los valores esperados de H
〈H〉 = 〈ψ|H|ψ〉〈ψ|ψ〉 =
∑
n
∑
mAnA
∗
m〈ϕm|H|ϕn〉∑
nAnA
∗
n
(8-6)
los valores estacionarios (8-6) son obtenidos por variacio´n de los para´metros An. Realizando
la variacio´n ∂〈H〉
∂Aj∗=0, donde j=1,2,3..N, se obtiene,
∂〈H〉
∂A1∗ = 0 −→
∑
m
Am〈ϕ1|H|ϕm〉 = A1〈H〉 (8-7)
∂〈H〉
∂A2∗ = 0 −→
∑
m
Am〈ϕ2|H|ϕm〉 = A2〈H〉 (8-8)
Lo anterior puede ser resumido como,
∑
m
Am〈ϕj|H|ϕm〉 = 〈H〉Aj (j = 1, 2, 3....N) (8-9)
Debido a que H = H†, la condicio´n ∂〈H〉
∂Aj
= 0, lleva a la ecuacio´n compleja conjugada de (8-9)
que no ofrece informacio´n adicional. Ahora si se toma (8-9) como una ecuacio´n de valores
propios para una matriz N × N, esto no es otra cosa sino la ecuacio´n de valores propios
H|Ψ〉 =E|Ψ〉, truncada al subespacio de N dimensiones a la cual la funcio´n de prueba ha
sido reducida. Por tanto el principio variacional dice que esto es lo mejor que se puede hacer
con la funcio´n de prueba (8-2).
El principio variacional asegura solamente que el valor propio ma´s bajo de la matriz N × N,
sera´ mayor que el valor propio verdadero E0. Sin embargo, se puede mostrar que los valores
propios aproximados obtenidos diagonalizando la matriz N × N, con N cada vez ma´s grande
esta´n siempre ordenados como se muestra en la [Figura (8-1)].
As´ı para esta particular forma de funciones de prueba, todos los valores propios deben
converger como N →∞
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Figura 8-1.: Separacio´n de los valores propios aproximados para la funcio´n de prueba conformada de una
combinacio´n lineal de N funciones base.
Para el caso espec´ıfico del modelo de quarks que sera´ estudiado ma´s adelante, adema´s de
la variacio´n con respecto a los para´metros lineales An, se realizara´ una minimizacio´n del
valor propio de la energ´ıa con respecto a un para´metro dimensional que esta´ contenido en
la funcio´n de onda de prueba. Lo anterior se hace debido a que en los casos pra´cticos se
cuenta con matrices de dimensio´n finita y teniendo en cuenta que la dificultad de co´mputo
nume´rico aumenta con la dimensio´n de la matriz se hace necesario complementar estos dos
procedimientos para obtener una solucio´n ma´s fa´cil y ra´pida del problema.
La precisio´n del me´todo variacional para el valor propio En ≡ 〈ψ|H|ψ〉〈ψ|ψ〉 , se puede determinar
por la proximidad de |ψ〉 al vector propio verdadero |ϕn〉. Se puede escribir |ψ〉 = |ϕn〉 +
|ε〉 donde |ε〉 es un pequen˜o error en el vector propio. Por simplicidad y sin perdida de
generalidad se puede asumir que 〈ψ|ψ〉 = 〈ϕn|ϕn〉 = 1
E0 =〈ψ|H|ψ〉
=〈ϕn|H|ϕn〉+ 〈ε|H|ϕn〉+ 〈ϕn|H|ε〉+ 〈ε|H|ε〉
=En + En(〈ε|ϕn〉+ 〈ϕn|ε〉) + o(ε2)
(8-10)
De la condicio´n de normalizacio´n se tiene que
〈ψ|ψ〉 = 〈ϕn|ϕn〉+ 〈ε|ϕn〉+ 〈ϕn|ε〉+ 〈ε|ε〉 (8-11)
dado que 〈ψ|ψ〉 = 〈ϕn|ϕn〉 = 1, se obtiene que,
(〈ε|ϕn〉+ 〈ϕn|ε〉) + 〈ε|ε〉 = 0 (8-12)
As´ı las dos cantidades a primer orden en (8-12) deben ser canceladas ya que conducen a un
error de segundo orden en ε. Por tanto se ha mostrado que un error a primer orden en |ψ〉
lleva a un error de segundo orden en En, dando de esta manera una ventaja al calcular los
valores propios. Sin embargo hay que evitar pensar que la precisio´n de los valores propios
sea la misma que la de los vectores propios verdaderos [33].
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8.2. Diagonalizacio´n en el modelo de quarks
Para la aplicacio´n del me´todo de diagonalizacio´n al problema espec´ıfico del modelo de quarks,
lo primero que se debe hacer es construir la matriz del Hamiltoniano del modelo utilizando
las funciones de onda de prueba. Como se mencionaba en la seccio´n anterior, si se tuviera
una matriz de dimensio´n muy grande, los valores propios obtenidos a trave´s del me´todo
de diagonalizacio´n estar´ıan muy cerca los valores propios verdaderos. Sin embargo, en la
pra´ctica, esto es muy dif´ıcil y se debe elegir una matriz de dimensio´n no muy grande, ya
que con el aumento de la dimensio´n de la matriz, aumenta considerablemente el tiempo de
ca´lculo.
La diagonalizacio´n de la matriz Hamiltoniana se realiza por medio de uno de los progra-
mas pu´blicos del CERN para el lenguaje de programacio´n Fortran. Este programa permite
diagonalizar una matriz de cualquier dimensio´n, requiriendo como entrada del programa la
matriz no diagonalizada y dando como respuesta los valores y vectores propios de la matriz
introducida inicialmente.
Como un ejemplo para mostrar co´mo funciona este programa de diagonalizacio´n, se estudi-
aran los valores propios el oscilador armo´nico relativista (OAR) el cual no posee soluciones
anal´ıticas. Se vera´ como en el l´ımite no relativista, las soluciones nume´ricas se acercan a las
soluciones anal´ıticas. El Hamiltoniano de OAR es,
H =
√
p2 +m21 +
√
p2 +m22 +
1
2
kr2 (8-13)
El Hamiltoniano no relativista tiene la forma,
H = m1 +m2 +
p2
2m
+
1
2
kr2 (8-14)
Como el problema se estudia en el sistema CM, se tiene p1 = −p1 = p. En el caso del
oscilador armo´nico no-relativista (8-14), m es la masa reducida.
Para calcular 〈n′, l′|H|n, l〉 y formar la matriz Hamiltoniana se utilizara´n las conocidas solu-
ciones de OA como funciones de prueba,
Ψn,l =Rn,l(r)Yl,m(θ, φ)
Rn,l(r) =cn,l
1
r¯
3
2
(r
r¯
)l
exp
[
−1
2
(r
r¯
)2]
L
l+ 1
2
(n−l)
2
[(r
r¯
)2] (8-15)
Para este caso y para la diagonalizacio´n del Hamiltoniano del modelo quark-diquark se
utilizara´ una matriz de dimensio´n 10 × 10. La minimizacio´n se realizara´ con respecto al
para´metro dimensional r¯ que aparece en la funcio´n de onda prueba, (8-15).
8.2 Diagonalizacio´n en el modelo de quarks 43
Los para´metros libres utilizados en la diagonalizacio´n del Hamiltoniano (8-13) son m1=100
MeV,m2=200 MeV, k=395.8 MeVfm
−2. En este caso los espectros relativista y no-relativista
se muestran en la Figura (8-2)
Figura 8-2.: Espectro del OAR (l´ıneas negras) y OA (l´ıneas rojas)
Para obtener el l´ımite no relativista, en el cual los dos espectros se hagan muy similares, se
eligen masas grandes con respecto al para´metro k.
Tomando los para´metros m1=200 MeV, m2=400 MeV, k=34.3 MeVfm
−2 se obtiene el es-
pectro de la Figura (8-3),
Figura 8-3.: Espectro del OAR (l´ıneas negras) y OA (l´ıneas rojas)
Tomando un valor ma´s pequen˜o de k se puede ver ma´s claramente el l´ımite no relativista.
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Espec´ıficamente con los valores, m1=200 MeV, m2=400 MeV, k=8.6 MeVfm
−2 el resultado
se muestra en la Figura (8-4)
Figura 8-4.: Espectro del OAR (l´ıneas negras) y OA (l´ıneas rojas)
Como se puede observar del espectro del OAR, la degeneracio´n accidental de los estados
con mismo nu´mero cua´ntico n y diferente l, se rompe debido a la existencia del te´rmino de
energ´ıa cine´tica relativista. Tambie´n se puede ver claramente que a medida que el para´metro
k disminuye los dos espectros, relativista y no relativista, se hacen iguales.
Otro ejemplo u´til es el ca´lculo de la energ´ıa del estado base del potencial de Coulomb por
medio de las funciones de prueba (8-15). De igual forma que con el potencial de OA, se
puede realizar un ca´lculo relativista y no-relativista por medio del me´todo nume´rico. El
Hamiltoniano no relativista es,
H = m1 +m2 +
p2
2m
− τ
r
;
1
m
=
1
m1
+
1
m2
(8-16)
Del Hamiltoniano (8-16) se tienen soluciones anal´ıticas,
〈H〉 = m1 +m2 − τ
2m
2
1
N2
(8-17)
Tomando los para´metros m1 =300 MeV, m2 =600 MeV y algunos valores para τ , el resultado
nume´rico es mostrado en la siguiente tabla,
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ENERGI´A DEL ESTADO BASE
τ NO RELATIVISTA (MeV) RELATIVISTA (MeV)
1.6 646,5 198,3
1.5 677 430,3
1 800,9 770,8
0.5 875,2 873,5
0.2 896 895,9
0.1 899 899
Como se puede ver de la tabla, cuando se disminuye el valor del para´metro τ se obtiene el
l´ımite no relativista consistente con (8-17).
Parte III.
RESULTADOS
9. Espectro Experimental
En este cap´ıtulo se mencionara´n las masas del espectro bario´nico que van a ser reproducidas
por el modelo quark-diquark. Como en la mayor´ıa de trabajos en modelos de quarks donde se
tienen como constituyentes quarks livianos (u,d), se estudiaran resonancias de baja energ´ıa,
es decir, de masas menores a 2 GeV. En la Tabla (9-1) se presentan los dos conjuntos de
resonancias que van a ser reproducidas por el modelo quark-diquark.
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Como se puede ver el espectro se divide en dos clases de estados: N,∆. La diferencia entre
estos dos tipos de estados es el nu´mero cua´ntico de isosp´ın. Los estados N tienen isosp´ın
T = 1
2
, mientras que los estados ∆ poseen T = 3
2
. Para el modelo quark-diquark se conoce
que debido a la simetr´ıa de la funcio´n de onda, los nu´meros cua´nticos de esp´ın e isosp´ın del
diquark deben ser iguales; s1 = t1 = 0, 1. En el caso de los estados ∆ el valor del isosp´ın se
puede obtener u´nicamente acoplando t1 = 1, t2 =
1
2
. Para el caso de los estados N se tienen
dos maneras de acoplar el isosp´ın del quark y del diquark; t1 = 0, t2 =
1
2
y t1 = 1, t2 =
1
2
.
Por lo tanto, en el modelo quark-diquark, es necesario especificar el isosp´ın del diquark en
el caso de los estados N. Para el ajuste del espectro los estados N(1650), N(1675), N(1700),
N(1710) sera´n reproducidos por medio del isosp´ın del diquark t1 = 1. Esta eleccio´n se ha
hecho siguiendo a la escogencia de un trabajo reciente [8].
En la Tabla (9-1) se muestra la masa medida experimentalmente para cada una de las
part´ıculas y tambie´n se ve un rango de energ´ıa para cada estado. Este intervalo de energ´ıa
esta asociado a dos efectos: (a) al principio de incertidumbre energ´ıa-tiempo, debido a que
las resonancias decaen en estados de menor energ´ıa 1; e´ste es el origen de la incertidumbre
natural ∆nat; (b) a la incertidumbre experimental ∆exp dada por el error experimental en el
proceso de medicio´n.
Se puede introducir el ancho de incertidumbre total de la siguiente manera:
∆ =
√
∆2exp + ∆
2
nat (9-1)
De esta manera la incertidumbre sobre cada estado que aparece en la Tabla (9-1) expresa
la incertidumbre del ancho natural y la incertidumbre experimental sumados en cuadratura.
En la columna nu´mero dos se muestra el Estatus de cada una de estas part´ıculas, refirie´ndose
a la verificacio´n experimental que se ha podido realizar a cada una de ellas. Los estados con la
etiqueta ****, se dice que existen evidentemente y sus propiedades han sido bien exploradas.
Para ***, se dice que su existencia es muy probable, pero la confirmacio´n de sus nu´meros
cua´nticos no han sido bien determinada. Tambie´n existen estados *, ** pero su verificacio´n
experimental es aun ma´s restringida; por esta razo´n, estos estados no se tendra´n en cuenta
en el presente modelo de quark-diquark.
Los datos experimentales mostrados anteriormente fueron tomados de PDG (Particle Data
Group)[23], que brinda informacio´n de todos los hadrones los cuales han sido detectados.
1Debido al principio de incertidumbre aparecen estos rangos de energ´ıa (Breit-Wigner width)
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Bario´n Estatus Mexp (MeV) N J
P lP S
N(939) **** 938 0 1
2
+
0+ 1
2
N(1440) **** 1430-1470 2 1
2
+
0+ 1
2
N(1520) **** 1515-1530 1 3
2
−
1− 1
2
N(1535) **** 1520-1555 1 1
2
−
1− 1
2
N(1650) **** 1640-1680 1 1
2
−
1− 3
2
N(1675) **** 1670-1685 1 5
2
−
1− 3
2
N(1680) **** 1675-1690 2 5
2
+
2+ 1
2
N(1700) *** 1650-1750 1 3
2
−
1− 3
2
N(1710) *** 1680-1740 2 1
2
+
0+ 1
2
N(1720) **** 1650-1750 2 3
2
+
2+ 1
2
∆(1232) **** 1230-1234 0 3
2
+
0+ 3
2
∆(1600) *** 1550-1700 2 3
2
+
0+ 3
2
∆(1620) **** 1615-1675 1 1
2
−
1− 1
2
∆(1700) **** 1670-1770 1 3
2
−
1− 1
2
∆(1900) *** 1850-1950 1 1
2
−
1− 3
2
∆(1905) **** 1870-1920 2 5
2
+
2+ 3
2
∆(1910) **** 1870-1920 2 1
2
+
2+ 3
2
∆(1920) *** 1900-1970 2 3
2
+
2+ 3
2
∆(1930) *** 1920-1970 1 5
2
−
1− 3
2
∆(1950) **** 1940-1960 2 7
2
+
2+ 3
2
Tabla 9-1.: Masas experimentales de resonancias con estatus 3∗ y 4∗ de energ´ıas hasta 2 GeV tomadas
del PDG[23]
10. Elementos de matriz del
Hamiltoniano del modelo
En este cap´ıtulo se mostrara´ como se calculan los elementos de matriz del Hamiltoniano (5-1),
los cuales formaran la matriz a diagonalizar posteriormente a trave´s del proceso nume´rico.
Tomando nuevamente el Hamiltoniano del modelo,
H =
√
p2 +m21 +
√
p2 +m22 −
τ
r
+ βr + ηe−ρ
2r2(~s1 · ~s2) (10-1)
El modelo es estudiado en el sistema CM, por tanto se tiene ~p1 = −~p2 = ~p.
Se tienen que buscar los autovalores y las autofunciones aproximadas de H. Como ya se
hab´ıa dicho las funciones de onda de prueba para este modelo sera´n las de OA ya que es una
base en la cual es fa´cil hacer los ca´lculos de los elementos de matriz de todos los te´rminos,
en particular de la energ´ıa cine´tica relativista [26].
La funcio´n de onda total tiene la forma:
ψ = Rn,l
[
Yl ⊗
[
χ(1)s1 ⊗ χ(2)s2= 12
]
S,MS
]
J,M
·
[
φ
(1)
t1 ⊗ φ(2)t2= 12
]
T,MT
(10-2)
Los dos primeros te´rminos del Hamiltoniano (5-1) se refieren a la energ´ıa cine´tica relativista
del quark y del diquark, se calculan como
〈n′, l|Hkin|n, l〉 = 〈ψ|
√
p2 +m21|ψ〉+ 〈ψ|
√
p2 +m22|ψ〉 (10-3)
Debido a que [Hkin, ~L] = 0, los elementos de matriz con nu´mero cua´ntico l y l
′ diferente son
nulos. Los elementos de matriz (10-3) deben ser calculados en la representacio´n del momento
de la funcio´n de onda (6-9),
〈n′, l|Hkin|n, l〉 =
∫ ∞
0
p2Rn′,l(p)
(√
p2 +m21 +
√
p2 +m22
)
Rn,l(p)dp (10-4)
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No´tese la facilidad del uso de las funciones de onda de OA; si se tuviera otra base de funciones,
este elemento de matriz se har´ıa ma´s complicado ya que la transformada de Fourier de la
funcio´n de onda en la mayor´ıa de los casos es dif´ıcil de obtener en forma anal´ıtica.
El elemento de matriz del potencial de Cornell es calculado en la usual representacio´n de
coordenadas,
〈n′, l|Vcor|n, l〉 =〈ψ| − τ
r
+ βr|ψ〉
〈n′, l|Vcor|n, l〉 =
∫ ∞
0
r2Rn′,l(r)
(
−τ
r
+ βr
)
Rn,l(r)dr
(10-5)
Finalmente el te´rmino esp´ın-esp´ın se calcula como,
〈n′, l;S, s1, s2 = 1
2
|Vss|n, l;S, s1, s2 = 1
2
〉 = η〈~s1 · ~s2〉
∫ ∞
0
r2Rn′,l(r)
(
e−ρ
2r2
)
Rn,l(r)dr (10-6)
El te´rmino 〈~s1 · ~s2〉 es calculado por medio de la formula de Lande´,
〈~s1 · ~s2〉 = 1
2
[S(S + 1)− s1(s1 + 1)− s2(s2 + 1)] (10-7)
Para el ca´lculo espec´ıfico del modelo quark-diquark, donde s2 =
1
2
se tiene,
〈~s1 · ~s2〉 = 1
2
[
S(S + 1)− s1(s1 + 1)− 3
4
]
(10-8)
El ca´lculo explicito de las integrales se realiza en el ape´ndice(A). Finalmente el elemento de
matriz del Hamiltoniano (5-1) es,
E = E0 + 〈n′, l|Hkin|n, l〉+ 〈n′, l|Vcor|n, l|〉+ 〈n′, l;S, s1, s2 = 1
2
|Vss|n, l;S, s1, s2 = 1
2
〉 (10-9)
Por medio (10-9) se construira´ la matriz que sera´ diagonalizada mediante el proceso nume´rico.
En esta expresio´n se ha introducido el para´metro efectivo E0 el cual puede ser visto como
una escogencia de punto cero resultante de la teor´ıa de campo subyacente. Adema´s este es
muy u´til para la reproduccio´n del espectro de masas. Inicialmente se tomara´ la expresio´n
para la energ´ıa (10-9), sin embargo esta expresio´n no sera´ suficiente para reproducir el
espectro de masas. Por lo tanto otras interacciones deben ser adicionadas, entre e´stas la
interaccio´n dependiente del isosp´ın y la interaccio´n tensorial introducida en el cap´ıtulo 6.
El elemento de matriz (10-9) depende de los para´metros libres E0, m1, m2, τ , β, η, ρ, estos
para´metros tomaran los valores que mejor logren reproducir el espectro de masas medido
experimentalmente.
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En el siguiente cap´ıtulo se vera´ que el ajuste del espectro se realizara´ en dos partes. En la
primera parte sera´n reproducidos los estados con esp´ın e isosp´ın del diquark s1 = t1 = 0,
en la segunda parte los estados s1 = t1 = 1. Adema´s los para´metros libres que reproducen
el espectro pueden ser diferentes para los estados del diquark s1 = 0 y s1 = 1. Lo anterior
se puede considerar una hipo´tesis propia del modelo ya que el diquark se presenta en estos
dos estados cua´nticamente distintos que interactu´an con el quark de manera diferente. En
particular es deseable que la masa del diquark sea mayor en el estado s1 = 1 que en el
estado s1 = 0, en la misma manera es posible que todos los para´metros libres sean tambie´n
diferentes.
11. Ajuste del Espectro
En este cap´ıtulo se intentara´ encontrar la mejor reproduccio´n del espectro de masas del
Hamiltoniano propuesto en la forma (5-1) el cual tiene como para´metros libres E0, m1, m2,
τ , β, η, ρ. Como ya se hab´ıa mencionado el ajuste se divide en dos partes; estados con s1 = 0
y s1 = 1.
11.1. Ajuste Potencial de Cornell
11.1.1. Estados s1=0
Para los estados con esp´ın del diquark s1=0 el Hamiltoniano (5-1) se reduce a,
H =
√
p2 +m21 +
√
p2 +m22 −
τ
r
+ βr (11-1)
y por lo tanto los valores propios son,
E = E0 + 〈n′, l|Hkin|n, l〉+ 〈n′, l|Vcor|n, l〉 (11-2)
Lo anterior es debido a que en los estados s1 = 0 el te´rmino 〈~s1 · ~s2〉 es nulo, como sigue
de (10-8). Despue´s de mover los para´metros libres del Hamiltoniano, los valores que mejor
reproducen en espectro de masa son E0=901.4 MeV, m1=440 MeV, m2=220 MeV, τ=1.62,
β=17.76 MeV fm−1. El resultado obtenido de este ajuste se muestra en la Tabla (11-1)
Como se puede observar en la Tabla (11-1) el principal problema de este ajuste es la re-
produccio´n del estado N(1440), conocida como resonancia Roper, el cual presenta una dis-
crepancia muy grande. Los dema´s estados presentan resultados muy cercanos a los valores
experimentales. El problema presentado con la resonancia Roper sera´ resuelto ma´s adelante
cuando se introduce la interaccio´n dependiente del momento angular.
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Bario´n Estatus Mexp (MeV) J
P lP S Mcalc (MeV)
N(939) **** 938 1
2
+
0+ 1
2
938
N(1440) **** 1430-1470 1
2
+
0+ 1
2
10618.5
N(1520) **** 1515-1530 3
2
−
1− 1
2
1555.8
N(1535) **** 1520-1555 1
2
−
1− 1
2
1555.8
N(1680) **** 1675-1690 5
2
+
2+ 1
2
1627.2
N(1720) **** 1650-1750 3
2
+
2+ 1
2
1627.2
Tabla 11-1.: Espectro obtenido con el Hamiltoniano (11-1)
11.1.2. Estados s1=1
Para el ajuste de los estados con esp´ın del diquark s1=1 esta´ presente la contribucio´n del
te´rmino esp´ın-esp´ın,
H =
√
p2 +m21 +
√
p2 +m22 −
τ
r
+ βr + ηe−ρ
2r2(~s1 · ~s2) (11-3)
El te´rmino esp´ın-esp´ın es responsable de la diferencia de energ´ıa N-∆. Tomando los siguientes
para´metros E0=1074.1 MeV, m1=470 MeV, m2=220 MeV, τ=1.61, β=25.38 MeV fm
−1,
η=80 MeV, ρ=0.4 fm−1, el resultado del ajuste se muestra en la Tabla (11-2).
El resultado de la Tabla (11-2) muestra que las mayores discrepancias en el ajuste del
espectro aparecen en los estados N(1710) y ∆(1600). Tambie´n se puede observar que los
estados con paridad negativa lP = 1−, aunque no se alejan mucho de los datos experimentales,
si esta´n fuera del rango experimental permitido. Este es un problema que tambie´n se presenta
en los modelos de tres quarks [4].
Observando el ajuste de los estados s1 = 0 y s1 = 1 se puede concluir que el principal
problema del espectro que se obtiene del Hamiltoniano (5-1) son los estados excitados. Del
espectro experimental mostrado anteriormente, Tabla (9-1), se ve que el estado N(1440) se
obtiene como el primer estado excitado de lP = 0+ con esp´ın S = 1
2
. De la misma forma los
estados ∆(1600) y N(1710) se obtienen como el primer estado excitado de lP = 0+ con esp´ın
S = 3
2
y S = 1
2
respectivamente. Por lo tanto una modificacio´n al Hamiltoniano (5-1) debe
ser realizada ya que la resonancia Roper, la cual es muy importante en la espectroscopia
bario´nica, debe ser reproducida correctamente por cualquier modelo de quarks.
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Bario´n Estatus Mexp (MeV) J
P lP S Mcalc (MeV)
N(1650) **** 1640-1680 1
2
−
1− 3
2
1813.7
N(1675) **** 1670-1685 5
2
−
1− 3
2
1813.7
N(1700) *** 1650-1750 3
2
−
1− 3
2
1813.7
N(1710) *** 1680-1740 1
2
+
0+ 1
2
4258.5
∆(1232) **** 1230-1234 3
2
+
0+ 3
2
1232
∆(1600) *** 1550-1700 3
2
+
0+ 3
2
4378.5
∆(1620) **** 1615-1675 1
2
−
1− 1
2
1695.4
∆(1700) **** 1670-1770 3
2
−
1− 1
2
1695.4
∆(1900) *** 1850-1950 1
2
−
1− 3
2
1813.7
∆(1905) **** 1870-1920 5
2
+
2+ 3
2
1895
∆(1910) **** 1870-1920 1
2
+
2+ 3
2
1895
∆(1920) *** 1900-1970 3
2
+
2+ 3
2
1895
∆(1930) *** 1920-1970 5
2
−
1− 3
2
1813.7
∆(1950) **** 1940-1960 7
2
+
2+ 3
2
1895
Tabla 11-2.: Espectro obtenido a trave´s del Hamiltoniano (11-3)
11.2. Ajuste del Potencial Cornell Modificado
Con el objetivo de solucionar los problemas que aparecieron con el potencial utilizado ini-
cialmente, se decide introducir el Potencial de Cornell Modificado. Este potencial tiene la
forma,
Vmod(r) = −τ
r
+ β1
(r
d
)k1
+ β2
(r
d
)k2
(11-4)
donde se ha introducido la constante d ≡ 1fm, de manera que los exponentes k1 y k1 sean
cantidades adimensionales y los β1,β2 tengan unidades de energ´ıa. De esta forma es posible
definir x = r
d
; variable adimensional.
La diferencia entre el potencial (11-4) y el potencial de Cornell usual es la parte de confi-
namiento, ya que el potencial (11-4) contiene una suma de te´rminos y los exponentes son
modificados para mejorar la reproduccio´n del espectro. El Hamiltoniano que sera´ usado tiene
la forma,
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H =
√
p2 +m21 +
√
p2 +m22 −
τ
r
+ β1x
k1 + β2x
k2 + ηe−ρ
2r2(~s1 · ~s2) (11-5)
El ca´lculo del elemento de matriz del potencial de Cornell modificado se realiza en la repre-
sentacio´n de coordenadas de la funcio´n de onda de prueba,
〈n′, l|Vmod|n, l〉 =
∫ ∞
0
r2Rn′,l(r)
(
−τ
r
+ β1x
k1 + β2x
k2
)
Rn,l(r)dr (11-6)
Finalmente los elementos de matriz del Hamiltoniano (11-5) son,
E = E0 + 〈n′, l|Hkin|n, l〉+ 〈n′, l|Vmod|n, l〉+ 〈n′, l;S, s1, s2 = 1
2
|Vss|n, l;S, s1, s2 = 1
2
〉 (11-7)
11.2.1. Estados s1=0
Para el ajuste de los estados s1=0, de igual forma que en el caso anterior el te´rmino Vss en
(11-7) es cero y el ca´lculo del elemento de matriz se reduce a,
E = E0 + 〈n′, l|Hkin|n, l〉+ 〈n′, l|Vmod|n, l〉 (11-8)
Despue´s de cambiar los para´metros libres el mejor resultado del espectro teo´rico se obtiene
mediante los para´metros, E0=816.5 MeV, m1=440 MeV, m2=220 MeV, τ=1.61, β1=3000
MeV, β2=200 MeV, k1=0.7, k2=1. El resultado se muestra en la siguiente tabla,
Bario´n Estatus Mexp (MeV) J
P lP S Mcalc (MeV)
N(939) **** 938 1
2
+
0+ 1
2
938
N(1440) **** 1430-1470 1
2
+
0+ 1
2
4232.8
N(1520) **** 1515-1530 3
2
−
1− 1
2
1560
N(1535) **** 1520-1555 1
2
−
1− 1
2
1560
N(1680) **** 1675-1690 5
2
+
2+ 1
2
1660.1
N(1720) **** 1650-1750 3
2
+
2+ 1
2
1660.1
Tabla 11-3.: Espectro obtenido con el Hamiltoniano (11-5)
Con respecto al problema que se presentaba anteriormente con los estados excitados, se puede
ver que aunque se ha disminuido la diferencia de energ´ıa entre el estado base y su primer
estado excitado o resonancia Roper, la discrepancia es aun notable. Tambie´n la reproduccio´n
de los estados lP = 1− y lP = 2+ ha mejorado un poco con respecto al potencial de Cornell
usual.
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11.3. Estados s1=1
Los elementos de matriz de la matriz Hamiltoniana son dados por,
E = E0 + 〈n′, l|Hkin|n, l〉+ 〈n′, l|Vmod|n, l〉+ 〈n′, l;S, s1, s2 = 1
2
|Vss|n, l;S, s1, s2 = 1
2
〉 (11-9)
Tomando los siguientes para´metros libres, E0=1068.9 MeV, m1=440 MeV, m2=220 MeV,
τ=1.61, β1=2000 MeV, β2=200 MeV, k1=0.7, k2=1.3, η=80 MeV, ρ=0.05 fm
−1, el resultado
que se obtiene es,
Bario´n Estatus Mexp (MeV) J
P lP S Mcalc (MeV)
N(1650) **** 1640-1680 1
2
−
1− 3
2
1837.5
N(1675) **** 1670-1685 5
2
−
1− 3
2
1837.5
N(1700) *** 1650-1750 3
2
−
1− 3
2
1837.5
N(1710) *** 1680-1740 1
2
+
0+ 1
2
4404.7
∆(1232) **** 1230-1234 3
2
+
0+ 3
2
1232
∆(1600) *** 1550-1700 3
2
+
0+ 3
2
4524.7
∆(1620) **** 1615-1675 1
2
−
1− 1
2
1719.1
∆(1700) **** 1670-1770 3
2
−
1− 1
2
1719.1
∆(1900) *** 1850-1950 1
2
−
1− 3
2
1837.5
∆(1905) **** 1870-1920 5
2
+
2+ 3
2
1919.6
∆(1910) **** 1870-1920 1
2
+
2+ 3
2
1919.6
∆(1920) *** 1900-1970 3
2
+
2+ 3
2
1919.6
∆(1930) *** 1920-1970 5
2
−
1− 3
2
1837.5
∆(1950) **** 1940-1960 7
2
+
2+ 3
2
1919.6
Tabla 11-4.: Espectro obtenido con el Hamiltoniano (11-5)
Finalmente observando el espectro teo´rico completo se puede concluir que mediante el Hamil-
toniano (11-5) el principal problema continua siendo la reproduccio´n de los estados excitados.
Esto hace necesario modificar el Hamiltoniano (11-5) elegido para el modelo quark-diquark.
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11.4. Potencial dependiente del momento angular y
potencial Tensorial
Debido a los problemas que se han presentado en el ajuste del espectro de masas con el el
Hamiltoniano propuesto (5-1) y el Hamiltoniano modificado (11-5), se busca una interaccio´n
que ayude a aumentar la diferencia de energ´ıa entre los estados de momento angular lP = 0+,
lP = 1−, lP = 2+.
Con el fin de evitar los problemas mostrados anteriormente se elige el siguiente Hamiltoniano
para el modelo quark-diquark,
H =
√
p2 +m21 +
√
p2 +m22 −
τ
r
+ β1x
k1 + β2x
k2
+ηe−ρ
2r2(~s1 · ~s2) + β3xk3(l(l + 1)) 14 + σ
r2
S12
(11-10)
Los dos u´ltimos te´rminos del Hamiltoniano hacen referencia respectivamente al potencial
dependiente del momento angular cine´tico y el potencial tensorial. El potencial dependiente
de l solamente afecta los estados con lP = 1− y lP = 2+ lo cual es deseable para el ajuste
del espectro del modelo quark-diquark ya que los estados excitados que se logran reproducir
correctamente tienen lP = 0+ y no sera´n afectados por este potencial, en cambio para los
otros estados este te´rmino favorece su ajuste. Desde el punto de vista teo´rico un te´rmino
dependiente de l puede aparecer en reducciones no relativistas de teor´ıas de campo que con-
tienen te´rminos dependientes del cuadrado del momento p2: debido a que el operador p2 en
la representacio´n de las coordenadas esta relacionado con el operador de momento angular
L, es permitido que te´rminos proporcionales al nu´mero cua´ntico l aparezcan en el Hamilto-
niano (11-10) [16],[17]. Adema´s un potencial de este estilo ya ha sido utilizado en algunos
modelos de quarks dando buenos resultados [24]. La interaccio´n tensorial sera´ utilizada para
el modelo quark-diquark ya que e´sta ha sido implementada en otros trabajos y ha dado
buenos resultados [4],[7].
11.4.1. Estados s1 = 0
Para la reproduccio´n de este conjunto de estados los elementos de matriz del Hamiltoniano
(11-10) toman la forma,
E = E0 + 〈n′, l|Hkin|n, l〉+ 〈n′, l|Vmod|n, l〉+ 〈n′, l|Vl|n, l〉 (11-11)
El te´rmino 〈n′, l|Vl|n, l〉 hace referencia al potencial dependiente del momento angular y se
calcula como,
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〈n′, l|Vl|n, l〉 = (l(l + 1)) 14β3
∫ ∞
0
r2Rn′,l(r)(x
k3)Rn,l(r)dr (11-12)
La interaccio´n tensorial es nula para el caso s1 = 0, ya que para los estados del escalar
diquark u´nicamente se tienen estados de esp´ın total S = 1
2
y de (7-11) se conoce que el
elemento de matriz de la interaccio´n tensorial es nulo para este estado.
Tomando los para´metros libres E0=558.7 MeV,m1=400 MeV,m2=200 MeV, τ=1.42, β1=1750
MeV, β2=500 MeV, β3=480 MeV, k1=0.7, k2=0.9, k3=0.16, el resultado obtenido es,
Bario´n Estatus Mexp (MeV) J
P lP S Mcalc (MeV)
N(939) **** 938 1
2
+
0+ 1
2
938
N(1440) **** 1430-1470 1
2
+
0+ 1
2
1463.4
N(1520) **** 1515-1530 3
2
−
1− 1
2
1503.1
N(1535) **** 1520-1555 1
2
−
1− 1
2
1503.1
N(1680) **** 1675-1690 5
2
+
2+ 1
2
1690.3
N(1720) **** 1650-1750 3
2
+
2+ 1
2
1690.3
Tabla 11-5.: Espectro obtenido con el Hamiltoniano (11-10)
Como se puede observar de la tabla, la introduccio´n del potencial dependiente del momento
angular ayuda considerablemente el ajuste del espectro de masa. Con esta estructura es
posible reproducir la resonancia Roper la cual anteriormente representaba un grave problema.
11.4.2. Estados s1 = 1
Para este ajuste el elemento de matriz del Hamiltoniano (11-10) es,
E = E0 + 〈n′, l|Hkin|n, l〉+ 〈n′, l|Vmod|n, l〉+ 〈n′, l|Vl|n, l〉
+〈n′, l;S, s1, s2 = 1
2
|Vss|n, l;S, s1, s2 = 1
2
〉+ 〈n′, l;S, J,M |VT |n, l;S, J,M〉
(11-13)
El potencial tensorial es calculado como,
〈n′, l;S, J,M |VT |n, l;S, J,M〉 = 〈n′, l|UT |n, l〉 × 〈l, S; J,M |S12|l, S; J,M〉 (11-14)
Como se vio en el cap´ıtulo 6 el elemento de matriz 〈S12〉 se calcula segu´n la ecuacio´n (7-20).
El potencial de corto alcance que para el modelo quark-diquark se ha elegido como UT =
σ
r2
,
se calcula segu´n (7-23).
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Debido a las reglas de acoplamiento de momento angular (7-11), no todos los estados son
afectados por la interaccio´n tensorial. Espec´ıficamente los estados con momento angular
lP = 1−, 2+ y esp´ın S = 3
2
son los u´nicos que sera´n afectados por esta interaccio´n. Se puede
adelantar que la interaccio´n tensorial rompera´ la degeneracio´n existente entre estados con
mismos nu´meros cua´nticos l y S pero diferente nu´mero cua´ntico J .
Ahora se calculara´ el valor de los elementos de matriz afectados por la interaccio´n tensorial,
teniendo en cuenta que u´nicamente se calculan los elementos diagonales que son los que mas
afectan el espectro de masa.
Utilizando la expresio´n obtenida en el cap´ıtulo 6 para el calculo de la interaccio´n tensorial
del modelo quark-diquark,
〈l, S = 3
2
; J,M |S12|l, S = 3
2
; J,M〉 = (−1) 32 +J
(
80
9
) 1
2
(2l+1)
(
l 2 l
0 0 0
){
l 2 l
3
2
J 3
2
}
(11-15)
Los elementos de matriz de la interaccio´n tensorial para el modelo quark-diquark son,
〈l = 1, S = 3
2
; J =
1
2
,M |S12|l = 1, S = 3
2
; J =
1
2
,M〉 = −0,6665
〈l = 1, S = 3
2
; J =
3
2
,M |S12|l = 1, S = 3
2
; J =
3
2
,M〉 = 0,532938
〈l = 1, S = 3
2
; J =
5
2
,M |S12|l = 1, S = 3
2
; J =
5
2
,M〉 = −0,1333
〈l = 2, S = 3
2
; J =
1
2
,M |S12|l = 2, S = 3
2
; J =
1
2
,M〉 = −0,6666
〈l = 2, S = 3
2
; J =
3
2
,M |S12|l = 2, S = 3
2
; J =
3
2
,M〉 = 0
〈l = 2, S = 3
2
; J =
5
2
,M |S12|l = 2, S = 3
2
; J =
5
2
,M〉 = 0,476190
〈l = 2, S = 3
2
; J =
7
2
,M |S12|l = 2, S = 3
2
; J =
7
2
,M〉 = −0,1904
(11-16)
Tomando los para´metros libres: E0=793.8 MeV, m1=420 MeV, m2=200 MeV, τ=1.375,
β1=2200 MeV, β2=200 MeV, β3=400 MeV fm
−1, k1=0.7, k2=1.3, k3=0.16, η = 20 MeV,
ρ=0.3 fm−1, σ=31.04 MeV fm2 el espectro obtenido se muestra en la Tabla (11-6).
De la misma forma que para los estados s1 = 0, para los estados s1 = 1 el potencial
dependiente del momento angular ayuda a reproducir de forma correcta los estados excitados.
Adema´s la interaccio´n tensorial rompe la degeneracio´n presente en los estados con diferente
J , reproduciendo de esta forma un espectro ma´s preciso.
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Bario´n Estatus Mexp (MeV) J
P lP S Mcalc (MeV)
N(1650) **** 1640-1680 1
2
−
1− 3
2
1700.6
N(1675) **** 1670-1685 5
2
−
1− 3
2
1727.9
N(1700) *** 1650-1750 3
2
−
1− 3
2
1748.9
N(1710) *** 1680-1740 1
2
+
0+ 1
2
1685.3
∆(1232) **** 1230-1234 3
2
+
0+ 3
2
1232
∆(1600) *** 1550-1700 3
2
+
0+ 3
2
1685.3
∆(1620) **** 1615-1675 1
2
−
1− 1
2
1713
∆(1700) **** 1670-1770 3
2
−
1− 1
2
17113
∆(1900) *** 1850-1950 1
2
−
1− 3
2
1700.6
∆(1905) **** 1870-1920 5
2
+
2+ 3
2
1904.4
∆(1910) **** 1870-1920 1
2
+
2+ 3
2
1893.4
∆(1920) *** 1900-1970 3
2
+
2+ 3
2
1900.1
∆(1930) *** 1920-1970 5
2
−
1− 3
2
1727.9
∆(1950) **** 1940-1960 7
2
+
2+ 3
2
1898.3
Tabla 11-6.: Espectro obtenido con el Hamiltoniano (11-10)
De las Tablas (11-5), (11-6) se puede concluir que en general la reproduccio´n del espectro de
masa ha mejorado con respecto a los casos anteriores, sin embargo aun existe una discrepancia
notable. Espec´ıficamente los estados JP = (5
2
)− y JP = (1
2
)−, conocidos respectivamente
como ∆(1930) y ∆(1900), se encuentran lejos de los datos experimentales. Estas discrepancias
son debidas a que estos dos estados, en el presente modelo quark-diquark estudiado, se
reproducen como estados degenerados: ∆(1930) presenta degeneracio´n con el estado N(1675)
y ∆(1900) es degenerado con N(1650). Observando las masas experimentales de los pares
degenerados se ve que hay gran diferencia entre estos estados, lo que hace necesario modificar
el Hamiltoniano para poder reproducir tambie´n estos estados correctamente. Este resultado
se puede observar en las Figuras (11-1) y (11-2)
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Figura 11-1.: Comparacio´n entre las masas calculadas teo´ricamente(lineas negras) por medio del Hamil-
toniano (11-17) y las masas experimentales (intervalos rojos) de PDG [23].
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Figura 11-2.: Comparacio´n entre las masas calculadas teo´ricamente(lineas negras) por medio del Hamil-
toniano (11-17) y las masas experimentales (intervalos rojos) de PDG [23].
Lo anterior motiva a introducir un potencial que rompa la degeneracio´n mencionada ante-
riormente. Se puede introducir un potencial dependiente del isosp´ın el cual actu´a de forma
diferente en los estados N y ∆.
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11.5. Potencial dependiente del Isosp´ın
Para solucionar el problema de la reproduccio´n de los estados ∆(1930) y ∆(1900) se considera
el siguiente Hamiltoniano,
H =
√
p2 +m21 +
√
p2 +m22 −
τ
r
+ β1x
k1 + β2x
k2
+ξe−ρ
2r2(~s1 · ~s2)(~t1 · ~t2) + (l(l + 1)) 14β3xk3 + σS12
r2
(11-17)
Como se puede observar la u´nica diferencia entre (11-10) y (11-17) es el te´rmino dependiente
del isosp´ın (~t1 · ~t2). El ca´lculo del elemento de matriz del potencial dependiente del isosp´ın
se realiza a trave´s de la formula de Lande´,
〈~t1 · ~t2〉 = 1
2
[T (T + 1)− t1(t1 + 1)− t2(t2 + 1)] (11-18)
Para el caso del modelo quark-diquark que se esta estudiando se tiene t1 = 0, 1, t2 =
1
2
, lo
cual implica
〈~t1 · ~t2〉 =

+1
2
, si t1 = 1 T =
3
2
−1, si t1 = 1 T = 12
0, si t1 = 0 T =
1
2
Una interaccio´n de este tipo es necesaria para una buena reproduccio´n del espectro bario´nico,
sea en la estructura de quark-diquark como en la de tres quarks [8],[18].
Debido a que el potencial esp´ın-esp´ın u´nicamente actu´a sobre los estados s1 = 1, el espectro
de los estados s1 = 0 no sera considerado con el Hamiltoniano (11-17), ya que para este
u´ltimo conjunto de estados no se tiene un resultado diferente al obtenido con el Hamiltoniano
(11-10).
Tomando los para´metros libres E0=718.6 MeV,m1=450 MeV,m2=200 MeV, τ=1.33, β1=1300
MeV, β2=200 MeV, β3=530 MeV, k1=0.9, k2=1.3, k3=0.11, ξ=270 MeV, ρ=0.304 fm
−1,
σ=19.04 MeV fm2, el mejor resultado obtenido se muestra en las Figuras 11-3 y 11-4.
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Figura 11-3.: Comparacio´n entre las masas calculadas por medio del Hamiltoniano (11-17) (lineas negras)
y las masas experimentales (intervalos azules), para resonancias N.
De la Figura (11-3) se puede observar que las resonancias N esta´n bien descritas por el
Hamiltoniano (11-17).
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Figura 11-4.: Comparacio´n entre las masas calculadas por medio del Hamiltoniano (11-17) (lineas negras)
y las masas experimentales (intervalos azules), para resonancias ∆.
Comparando las Figuras (11-4) y (11-2) se puede concluir que el potencial dependiente
del isosp´ın mejora la reproduccio´n de los estados ∆(1930), ∆(1900), sin embargo estos esta-
dos aun se encuentran fuera de los intervalos de energ´ıa medidos experimentalmente. Este
resultado se puede ver de forma ma´s precisa en la Tabla (11-7).
11.6 Comparacio´n con otros resultados 67
Bario´n Estatus Mexp (MeV) J
P lP S Mcalc (MeV)
N(1650) **** 1640-1680 1
2
−
1− 3
2
1660.8
N(1675) **** 1670-1685 5
2
−
1− 3
2
1673.8
N(1700) *** 1650-1750 3
2
−
1− 3
2
1687
N(1710) *** 1680-1740 1
2
+
0+ 1
2
1688.2
∆(1232) **** 1230-1234 3
2
+
0+ 3
2
1232
∆(1600) *** 1550-1700 3
2
+
0+ 3
2
1577.4
∆(1620) **** 1615-1675 1
2
−
1− 1
2
1676.6
∆(1700) **** 1670-1770 3
2
−
1− 1
2
1676.6
∆(1900) *** 1850-1950 1
2
−
1− 3
2
1792.2
∆(1905) **** 1870-1920 5
2
+
2+ 3
2
1979.4
∆(1910) **** 1870-1920 1
2
+
2+ 3
2
1976.6
∆(1920) *** 1900-1970 3
2
+
2+ 3
2
1978.3
∆(1930) *** 1920-1970 5
2
−
1− 3
2
1797.5
∆(1950) **** 1940-1960 7
2
+
2+ 3
2
1977.8
Tabla 11-7.: Espectro obtenido con el Hamiltoniano (11-17)
Este resultado obtenido mediante el Hamiltoniano (11-17) y mostrado en la Tabla (11-
7), ya se hab´ıa encontrando en un modelo quark-diquark realizado anteriormente [8]. En
ese trabajo para poder reproducir correctamente estos dos estados se utilizo´ el siguiente
potencial dependiente del esp´ın e isosp´ın,
V = 2(−1)l+1e−αr[~s1 · ~s2 + ~t1 · ~t2 + 2~s1 · ~s2~t1 · ~t2] (11-19)
Aunque el potencial (11-19) a nivel de espectroscopia puede dar mejores resultados que el
potencial utilizado para este modelo (11-17), e´ste es un potencial muy fenomenolo´gico y es
dif´ıcil dar una argumentacio´n f´ısica de este potencial. En cambio la interaccio´n utilizada en
el presente modelo esta´ fundamentada ma´s directamente sobre primeros principios.
11.6. Comparacio´n con otros resultados
Para poder comparar el resultado del presente modelo y otros modelos de quarks, se introduce
la cantidad conocida como χ2. Esta cantidad dice que´ tan bueno es un modelo con respecto
a los datos experimentales y se define como,
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χ2 =
∑
i
(Eexpi − Eteoi )2
1
∆i
(11-20)
La suma se extiende a todas las part´ıculas las cuales esta´n siendo ajustadas por el modelo.
Las incertidumbres ∆i esta´n definidas en la ecuacio´n (9-1). E
exp
i es el valor experimental de
la energ´ıa: χ2 dice que tan bueno es el modelo de quarks, por tanto el mejor resultado sera´ el
que minimiza el valor de χ2.
El resultado obtenido con el Hamiltoniano (11-17), da un valor de χ21=1066.44.
Un trabajo con correcciones relativistas en la energ´ıa cine´tica en la estructura quark-diquark
[6], utilizo´ el siguiente Hamiltoniano,
H = E0+
p2
2m
+
1
2
kr2 + (B +Dδ0)δs12,1 +DδN,0
+2A(−1)l+1e−λ2r2 [~s1 · ~s2 + ~t1 · ~t2 + 2~s1 · ~s2~t1 · ~t2]− ρ
r
− p
4
8η3
(11-21)
De este modelo se concluyo´ que el te´rmino proporcional a p4 (correccio´n relativista en la
energ´ıa cine´tica), ayuda a reproducir el espectro bario´nico y adema´s tiene un efecto grande
sobre el espectro lo cual hace que no pueda ser tratado perturbativamente. Este resultado fue
una de las motivaciones para la realizacio´n del modelo quark-diquark del presente trabajo.
El valor de (11-20) para el modelo con el Hamiltoniano (11-21) fue χ21=6000.69.
Un trabajo en la estructura quark-diquark no relativista [8], utilizo´ el siguiente Hamiltoniano,
H = E0+
p2
2m
− τ
r
+ βr + (B + Cδ0)δs12,1
+2A(−1)l+1e−αr[~s1 · ~s2 + ~t1 · ~t2 + 2~s1 · ~s2~t1 · ~t2]
(11-22)
El ca´lculo de el chi-cuadrado el modelo no relativista con el Hamiltoniano (11-22) es χ22=675.74.
De los resultados del χ2 se puede concluir que el mejor resultado es obtenido por el modelo
no relativista (11-22), sin embargo este modelo tiene potenciales muy fenomenolo´gicos, de
los cuales es dif´ıcil dar una argumentacio´n f´ısica inmediata, lo que representa una posible
desventaja del modelo.
12. Conclusiones
A nivel general el espectro teo´rico reproducido por el modelo quark-diquark por el
medio del Hamiltoniano (11-17) ha dado buenos resultados, teniendo en cuenta que en
este Hamiltoniano se evito´ introducir te´rminos puramente fenomenolo´gicos. El Hamilto-
niano del presente modelo fue escrito en te´rminos de primeros principios de la meca´nica
cua´ntica, es decir, utilizando principios generales de simetr´ıa ante traslaciones, rota-
ciones y rotaciones en el espacio del isosp´ın.
Los te´rminos de energ´ıa cine´tica relativista presentes en el Hamiltoniano, como era
de esperarse, han dado mejores resultados que los obtenidos con Hamiltoniano no
relativista usado en trabajos precedentes.
Del ajuste del espectro de masas se ha encontrado que el te´rmino proporcional al
nu´mero cua´ntico de momento angular cine´tico l, es de gran importancia para el modelo
quark-diquark, por lo tanto se sugiere que un te´rmino de este tipo sea estudiado con
ma´s detalle en trabajos posteriores.
Inicialmente el u´nico te´rmino en el Hamiltoniano responsable de la diferencia de en-
erg´ıa entre N-∆ fue el potencial esp´ın-esp´ın. Sin embargo, se encontro´ que a nivel
espectrosco´pico el te´rmino dependiente del isosp´ın es determinante para el ajuste del
espectro, lo que hace necesario estudiar a nivel fundamental la aparicio´n de un te´rmino
de este estilo, posiblemente relacionado con el intercambio de un pio´n virtual, como en
interacciones de tipo quiral.
Como en otros estudios de f´ısica hadro´nica, la interaccio´n tensorial tiene un efecto
pequen˜o sobre el espectro de masa. Por lo tanto la interaccio´n tensorial puede ser
tratada de forma perturbativa en el modelo quark-diquark.
De el ajuste del espectro se encontro´ que la masa del diquark en el estado s1 = 1
es mayor que la masa en el estado s1 = 0, lo cual era un resultado deseable ya que
inicialmente se hab´ıa considerado el diquark en estos dos estados de esp´ın como dos
part´ıculas diferentes y as´ı mismo los otros para´metros de interaccio´n son diferentes
para estos dos estados. Esta estructura, utilizada originalmente en el presente trabajo
para el diquark en los dos estados de esp´ın, posiblemente permite evitar la introduccio´n
de potenciales puramente fenomenolo´gicos en el Hamiltoniano del modelo.
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El presente trabajo abre un panorama de investigacio´n sobre el estudio de la naturaleza
intr´ınseca del diquark.
El ca´lculo de espectro del modelo quark-diquark fue simplificado considerablemente
debido al uso de las funciones de onda de OA como funciones de prueba. Aunque
actualmente se utilizan funciones de onda con las cuales se pueden obtener mejores
resultados, las funciones de onda de OA muestran ser una base por medio de la cual
es fa´cil realizar los ca´lculos, teniendo en cuenta las dificultades computacionales que
surgen al utilizar otros tipos de bases.
La te´cnica de diagonalizacio´n y minimizacio´n nume´rica utilizada en este trabajo con el
fin de resolver la ecuacio´n de valores propios, fue validada en algunos problemas f´ısicos
de los cuales se tienen soluciones anal´ıticas, obtenie´ndose resultados satisfactorios. Lo
anterior muestra la fiabilidad del procedimiento nume´rico utilizado para el modelo
quark-diquark.
A. Calculo explicito de los elementos de
matriz
En este ape´ndice se calculan expl´ıcitamente las integrales que fueron indicadas en el cap´ıtulo
9, las cuales dan como resultado los elementos de matriz de la energ´ıa en funcio´n de los
para´metros libres del modelo. El resultado son las expresiones que forman la matriz Hamil-
toniana que posteriormente es diagonalizada por el programa nume´rico.
A.1. Energ´ıa cine´tica no relativista
El primer elemento de matriz que se puede considerar es el de la energ´ıa cine´tica no relativista,
〈n′, l|Hkin|n, l〉 = 〈ψ| p
2
2m
|ψ〉 (A-1)
Utilizando la funcio´n de onda en la representacio´n del momento,
ψn,l(~p) = 〈~p|ψ〉
ψn,l(~p) = Rn,l(p)Yl,m(pˆ)
(A-2)
Para el caso de las funciones de onda de OA, la funcio´n de onda en la representacio´n del
momento solamente difiere de la funcio´n de onda en la representacio´n de coordenadas por
un factor de fase,
Rn,l(p) = (−i)nCn,l 1
(p¯)
3
2
(
p
p¯
)l
e−
1
2
( p
p¯
)2L
l+ 1
2
(n−l)
2
[(
p
p¯
)2]
Cn,l =
 2
[
(n−l)
2
]
!
Γ
(
(n+l+3)
2
)

1
2
(A-3)
El elemento de matriz de la energ´ıa cine´tica no relativista es,
〈n′, l|Hkin|n, l〉 = 1
2m
∫ ∞
0
Rn′,l(p)p
4Rn,l(p)dp (A-4)
Introduciendo (A-3) en (A-4),
72 A Calculo explicito de los elementos de matriz
〈n′, l|Hkin|n, l〉 = 1
2m
(−1)n(i)n+n′Cn,lCn′,l 1
p¯3+2l
∫ ∞
0
e−(
p
p¯
)2p2l+4L
l+ 1
2
(n−l)
2
[(
p
p¯
)2]
L
l+ 1
2
(n′−l)
2
[(
p
p¯
)2]
dp
(A-5)
Los polinomios generalizados de Laguerre pueden ser escritos como,
L
l+ 1
2
(n−l)
2
[(
p
p¯
)2]
=
(n−l)
2∑
m=0
(−1)m
m!
(
n+l
2
+ 1
2
n−l
2
−m
)(
p
p¯
)2m
(A-6)
donde
(
a
b
)
es el coeficiente binomial definido como,
(
a
b
)
=
a!
b!(a− b)! (A-7)
Por lo tanto (A-4) se convierte en,
〈n′, l|Hkin|n, l〉 = 1
2m
(−1)n(i)n+n′Cn,lCn′,l 1
(p¯)3+2l
(n−l)
2∑
m=0
(n′−l)
2∑
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m!m′!
1
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2
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2
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2
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)(
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2
+ 1
2
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2
−m′
)
×
∫ ∞
0
e−(
p
p¯)
2
p(2l+2m
′+2m+4)dp
(A-8)
El ca´lculo de la integral en (A-8) se realiza a trave´s de la funcio´n Gamma,
∫ ∞
0
xme−αx
2
dx =
1
2
α−(
m+1
2
)Γ
(
m+ 1
2
)
(A-9)
Con las propiedades,
Si n es entero Γ(n+ 1) = n!
Γ(n+ 1) = nΓ(n)
Γ(1
2
) =
√
pi
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haciendo la sustitucio´n x = p
p¯
la integral en (A-8) toma la forma,
∫ ∞
0
e−(
p
p¯)
2
p(2l+2m
′+2m+4)dp = (p¯)2l+2m
′+2m+5
∫ ∞
0
e−x
2
x(2l+2m
′+2m+4)dx (A-10)
Aplicando la funcio´n Gamma se tiene,
∫ ∞
0
e−(
p
p¯)
2
p(2l+2m
′+2m+4)dp =
1
2
(p¯)2l+2m
′+2m+5Γ
(
2l + 2m+ 2m′ + 5
2
)
(A-11)
Finalmente el elemento de matriz de la energ´ıa cine´tica no relativista en la base de OA es,
〈ψ| p
2
2m
|ψ〉 = (p¯)
2
4m
(−1) 3n+n
′
2 Cn′,lCn,l
(n−l)
2∑
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) (A-12)
A.2. Energ´ıa cine´tica relativista
El elemento de matriz de la energ´ıa cine´tica relativista debe ser calculado en la representacio´n
del momento de la funcio´n de onda ψn,l(~p) = 〈~p|ψ〉, en razo´n a que estudiar el operador√
p2 +m2 en la representacio´n de las coordenadas hace necesario expandir el operador en una
serie que contiene todas las potencias del operador derivada y por tanto aparecen problemas
de localidad.
Tomando nuevamente (A-3) el elemento de matriz toma la forma,
〈ψ|
√
p2 +m2|ψ〉 =
∫ ∞
0
p2Rn′,l(p)
(√
p2 +m2
)
Rn,l(p)dp (A-13)
Introduciendo la expresio´n para los polinomios de Laguerre (A-6), (A-13) se convierte en,
〈ψ|
√
p2 +m2|ψ〉 = (−1) 3n+n
′
2 Cn′,lCn,l
(
1
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)3+2l (n−l)2∑
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(
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2
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2
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2
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)
×
∫ ∞
0
p2m+2m
′+2l+2e−(
p
p¯)dp
(A-14)
Realizando la sustitucio´n q = p
p¯
(variable adimensional), (A-13) queda,
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〈ψ|
√
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(
m
p¯
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dq
(A-15)
La integral en (A-15) no puede ser realizada de forma anal´ıtica debido a la presencia del
radical dentro del argumento de la integral. Para el modelo quark-diquark del presente
trabajo, esta integral es evaluada de forma nume´rica por medio del me´todo del trapecio. Un
control del ca´lculo nume´rico puede ser realizado si se toma el caso en que m = 0, lo que
hace que esta integral pueda se calculada por medio de la funcio´n Gamma y de esta forma
comparar los dos resultados, el nume´rico y el anal´ıtico.
A.3. Potencial de Cornell
Tomando el potencial de Cornell muy utilizado en f´ısica hadro´nica,
Vcor = −τ
r
+ βr (A-16)
El elemento de matriz,
〈n′, l|Vcor|n, l〉 = 〈ψ| − τ
r
+ βr|ψ〉 (A-17)
Es calculado en la representacio´n de las coordenadas de la funcio´n de onda,
ψn,l(~r) =〈~r|ψ〉
ψn,l(~r) =Rn,l(r)Yl(rˆ)
(A-18)
Con la forma usual la funcio´n de onda radial,
Rn,l(r) = Cn,l
1
r¯
3
2
(r
r¯
)l
e−
1
2(
r
r¯ )
2
L
l+ 1
2
(n−l)
2
[(r
r¯
)2]
(A-19)
El elemento de matriz del potencial de Cornell es,
〈n′, l|Vcor|n, l〉 =
∫ ∞
0
r2Rn′,l(r)
(
−τ
r
+ βr
)
Rn,l(r)dr (A-20)
A.4 Potencial de corto alcance 75
Usando nuevamente la expresio´n para los polinomios de Laguerre (A-6)
〈n′, l|Vcor|n, l〉 = Cn,lCn′,l 1
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(A-21)
El ca´lculo de la integral se realiza por medio de la funcio´n Gamma (A-9). El resultado final
es,
〈n′, l|Vcor|n, l〉 = Cn,lCn′,l
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A.4. Potencial de corto alcance
En los modelos de quarks un potencial de corto alcance es representado por medio de una
funcio´n Gaussiana, una exponencial decreciente o potencias inversas de r. Esto debido a que
la funcio´n delta algunas veces presenta dificultad para el procedimiento nume´rico. En esta
seccio´n se mostrara el ca´lculo del elemento de matriz de la funcio´n Gaussiana y de r2 las
cuales se utilizan para el modelo quark-diquark.
La funcio´n Gaussiana tiene la siguiente forma,
U1 = e
−ρ2r2 (A-23)
El elemento de matriz es calculado en la representacio´n de las coordenadas,
〈n′, l|U1|n, l〉 =
∫ ∞
0
r2Rn′,l(r)(e
−ρ2r2)Rn,l(r)dr (A-24)
Realizando el mismo procedimiento que en los casos anteriores el resultado obtenido para el
elemento de matriz es
〈n′, l|U1|n, l〉 = Cn,lCn′,l
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(A-25)
No´tese que si se toma ρ = 0 en (A-25), se obtienen las relaciones de ortogonalidad de las
funciones de onda radiales, lo que permite hacer un control del elemento de matriz.
Para la funcio´n 1
r2
tambie´n se realiza el ca´lculo en la representacio´n de las coordenadas,
〈n′, l|U1|n, l〉 =
∫ ∞
0
r2Rn′,l(r)
(
1
r2
)
Rn,l(r)dr (A-26)
Despue´s de realizar el mismo procedimiento se obtiene,
〈n′, l|U2|n, l〉 = Cn,lCn′,l
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B. A´lgebra del momento angular y
potencial Tensorial
B.1. A´lgebra del momento angular
En este ape´ndice se presentan los aspectos ma´s importantes del a´lgebra de momento angular,
los cuales se utilizan en el estudio de f´ısica nuclear y subnuclear.
Un sistema formado de dos sistemas con momento angular jA y jB puede ser descrito en
te´rminos de la base,
|jA, jB;mA,mA〉 ≡ |jA,mA〉|jB,mB〉 (B-1)
El operador combinado
J = jA + jB (B-2)
satisface el a´lgebra de Lie,
[ji, jj] = iijkjk (B-3)
Los valores propios de J2, Jz son respectivamente J(J + 1), M y son nu´meros cua´nticos
conservados. De hecho, el producto de dos representaciones irreducibles de dimensio´n (2jA+
1) y (2jB + 1) puede ser descompuesto dentro de la suma de representaciones irreducibles de
dimensio´n 2J + 1 con,
J = |jA − jB|, |jA − jB|+ 1, ..., |jA + jA| (B-4)
con la base |jA, jB; J,M〉, donde M = mA+mB. La base acoplada y no acoplada se relacionan
a trave´s de la expresio´n,
|jA, jB; J,M〉 =
∑
mA,mB
〈jA,mA; jB,mA|J,M〉|jA, jB;mA,mB〉 (B-5)
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Ana´logamente se introduce el producto tensorial en la forma:
[UjA ⊗ VjB ]J,M =
∑
mA,mB
UjA,mAVjB ,mB〈jA,mA; jB,mB|J,M〉 (B-6)
donde UjA y VjB representan respectivamente un tensor de rango jA y jB. Recordando que
〈jA,mA; jB,mA|J,M〉 son los coeficientes de Clebsch-Gordan. Estos coeficientes son necesari-
amente cero si las siguientes dos condiciones no se satisfacen simulta´neamente,
M = mA +mB
|jA − jB| ≤ J ≤ jA + jB
(B-7)
La desigualdad (B-7) es conocida como desigualdad triangular. Los nu´meros cua´nticos jA,
jB y J son sime´tricos, lo que permite reescribir (B-7) como,
|J − jA| ≤ jB ≤ J + jA
|J − jB| ≤ jA ≤ J + jB
(B-8)
Los coeficientes de Clebsch-Gordan son reales,
〈jA,mA; jA,mA|J,M〉 = 〈J,M |jA,mA; jA,mA〉 (B-9)
lo que permite escribir las reglas de ortogonalidad de los Clebsch-Gordan como,
jA∑
mA=−jA
jB∑
mB=−jB
〈jA,mA; jB,mB|J,M〉〈jA,mA; jB,mB|J ′,M ′〉 = δJJ ′δMM ′ (B-10)
Las dos sumas en (B-10) se reducen a una u´nica suma ya que mA y mB se relacionan segu´n
(B-7).
Finalmente los Coeficientes de Clebsch-Gordan pueden ser obtenidos mediante la aplicacio´n
sucesiva del operador de subida y bajada
J± = (JA)± + (JB)± (B-11)
al estado de proyeccio´n ma´xima |jA, jA; J,M = J〉. Los operadores de subida y bajada actu´an
sobre los estados de momento angular como,
jA±|jA,mA; jB,mB〉 =
√
jA(jA + 1)−mA(mA ± 1)|jA,mA ± 1; jB,mB〉
jB±|jA,mA; jB,mB〉 =
√
jB(jB + 1)−mB(mB ± 1)|jA,mA; jB,mB ± 1〉
J±|J,M〉 =
√
J(J + 1) +M(M ± 1)|J,M ± 1〉
(B-12)
B.2 Potencial Tensorial 79
B.2. Potencial Tensorial
En este ape´ndice se muestra como se obtiene la expresio´n del potencial tensorial (7-7) la cual
es utilizada para el ca´lculo de los elementos de matriz en los modelos de quarks.
Un vector ~V en componentes cartesianas ~V = (Vx, Vx, Vz) = V
α puede ser escrito en compo-
nentes esfe´ricas como,
V+1 =− 1√
2
(Vx + iVx)
V−1 = +
1√
2
(Vx − iVx)
V0 =Vz
(B-13)
El producto escalar ~a ·~b = aαbα, tambie´n puede ser escrito como,
~a ·~b =
µ=1∑
µ=−1
(−1)µa−µbµ (B-14)
Si se tienen dos vectores a, c, es decir, dos tensores de rango uno, pueden ser acoplados como,
[a⊗ c]l,ml =
∑
µ,ν
aµcν〈1, µ; 1, ν|l,ml〉 aµ = a1,µ, cν = c1,ν ; (Tensores de rango uno) (B-15)
De (B-15) se puede ver que,
[a⊗ c]0,0 = − 1√
3
~a · ~c
[a⊗ c]1,M = i√
2
(~a× ~c)1,M
(B-16)
De la desigualdad triangular se conoce que l = 0, 1, 2 en (B-15). Utilizando la regla de
ortogonalidad,
∑
l,ml
〈1, µ; 1, ν|l,ml〉〈l,ml|1, ρ; 1, σ〉 = δµρδνσ (B-17)
(B-15) puede ser reescrita como,
aµcν =
2∑
l=0
l∑
ml=−l
[a⊗ c]l,ml〈1, µ; 1, ν|l,ml〉 (B-18)
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Se esta interesado en buscar una expresio´n para (~a ·~b)(~c · ~d)
(~a ·~b)(~c · ~d) =
µ=1∑
µ=−1
ν=1∑
ν=−1
(−1)µ+ν(a−µc−ν)(bµdν) (B-19)
Utilizando (B-14),
(~a ·~b)(~c · ~d) =
=1∑
µ,ν=−1
(−1)µ+ν
2∑
l=0
l∑
ml=−l
[a⊗ c]l,ml〈1, µ; 1, ν|l,ml〉
×
2∑
l′=0
l∑
ml′=−l′
[b⊗ d]l′,ml′ 〈1,−µ; 1,−ν|l′,ml′〉
(B-20)
Aplicando la propiedad de los coeficientes de Clebsch-Gordan,
〈1,−µ; 1,−ν|l′,ml′〉 = (−1)2−l′〈1, µ; 1, ν|l′,ml′〉 (B-21)
y teniendo en cuenta que,
∑
µ,ν
〈1′,−ml; 1, µ|l, ν〉〈1, µ; 1, ν|l,ml〉 = δl′lδ−mlml (B-22)
Se obtiene,
(~a ·~b)(~c · ~d) =
2∑
l=0
l∑
ml=−l
[a⊗ c]l,ml [b⊗ d]l,−ml(−1)2−l(−1)µ+ν (B-23)
ml = µ+ ν, adema´s recordando que,
〈l,ml; l,−ml|0, 0〉 = (−1)
l−ml
(2l + 1)
1
2
(B-24)
(B-23) toma la forma,
(~a ·~b)(~c · ~d) =
2∑
l=0
[[a⊗ c]l,ml [b⊗ d]l,−ml ]0,0 (2l + 1)
1
2 (B-25)
Para el caso de intere´s de la interaccio´n tensorial, se toma ~a = ~c = ~r. Desarrollando los tres
te´rminos de la suma en (B-25) y teniendo en cuenta (B-16) y (B-24) se obtiene,
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(~r ·~b)(~r · ~d) = 1
3
r2(~b · ~d) +
2∑
ml=−2
[r ⊗ r]2,ml [c⊗ d]2,−ml(−1)ml (B-26)
Se puede ver que,
[r ⊗ r]2,m =
(
8pi
15
) 1
2
Y2,m(rˆ)r
2 (B-27)
Si se toma ~b = ~σ1, ~d = ~σ2, en (B-26), se obtiene,
(rˆ · ~σ1)(rˆ · ~σ2) = 1
3
( ~σ1 · ~σ2) +
(
8pi
15
) 1
2
2∑
ml=−2
Y2,ml [σ1 ⊗ σ2]2,−ml(−1)ml (B-28)
Finalmente comparando (7-6) con (B-28) se puede ver que la interaccio´n tensorial puede ser
escrita como,
S12 =
(
8pi
15
) 1
2
2∑
ml=−2
Y2,ml [σ1 ⊗ σ2]2,−ml(−1)ml (B-29)
e´sta fue justamente la expresio´n de la interaccio´n tensorial utilizada en el cap´ıtulo 6 para el
ca´lculo del elemento de matriz.
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